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1. Zusammenfassung

Der Begriff Cutoff-Phéinomen beschreibt den abrupten Ubergang bei der Konvergenz
einiger ergodischer Markovketten gegen ihre stationdre Verteilung. In [18] wurde das
Phénomen zuerst im Zusammenhang zufilligen Vertauschens von Karten in einem Stapel,
also zufilligen Transpositionen auf der symmetrischen Gruppe, beobachtet und das ge-
feierte Ergebnis beschrieben, daf fiir ein Deck mit 52 Karten siebenmaliges Riffeln, auch
bekannt als Bogenmischen, ausreicht. In [1] wurde das Phénomen benannt und mit der
fiir ihn charakteristischen Verlaufskurve der total variation distance d(t) iiber der Zeit
beschrieben:

d(k)

+

ko

Abbildung 1.1: Aus [1]: Die total variation distance des random walk entlang
der Transpositionen auf der symmetrischen Gruppe iiber der
Zeit

Bis heute ist allerdings selbst fiir Markovketten auf endlichen Zustandsrdumen kein all-
gemeines , direktes® Kriterium an das Modell, also die Ubergangswahrscheinlichkeiten,
bekannt, das das Auftreten des Cutoff-Phéinomens charakterisieren wiirde. Ein random
walk auf Z/nZ, dem Kreis, bei dem jeder Schritt auf {—1,0,1} gleichverteilt ist, weist
zum Beispiel keinen Cutoff auf ([47]); ein random walk auf {0,1}¢, dem Hyperwiirfel,
hingegen schon ([14]). Obwohl viele alltéigliche Markovketten das Phinomen aufzeigen,
erweist sich sein Nachweis jedoch als schwierig.

Dabei ist die explizite Angabe einer Mischzeit tnmix, also der Zeit, zu der d(t) unter %

fallt, in Abhéngigkeit von der Modellgrofe n fiir viele Anwendungen extrem praktisch. Sie
liefert zum Beispiel eine Abbruchbedingung fiir einen Approximationsalgorithmus, denn
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1. Zusammenfassung
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Abbildung 1.2: Die total variation distance iiber der mit (3nlogk)~! ska-

lierten Zeit des simple exclusion process fir k = %

eine Stichprobe der Markovkette zur Zeit t.,;x approximiert die gesuchte Losung bis auf
einen Fehler von %.

Ein solcher Algorithmus ist, vor allem im Vergleich mit anderen polynomiellen Lo6-
sungsalgorithmen zur selben Problemstellung, extrem kurz, sehr einfach zu realisieren und
somit schnell implementiert und wenig fehleranfillig. Beispielsweise 148t sich das bekannte
Rucksackproblem aus Operations Research (siehe etwa [31]) als einfacher random walk
auf einem Hyperwiirfel darstellen, der durch eine Hyperebene beschnitten wurde. Hier gilt
tmix < n® (siehe [43]). Die obere Schranke an ty;; macht dabei den wesentlichen Faktor
in der Laufzeit des Algorithmus aus. Dariiber hinaus kann das Ergebnis bis zu einem be-
liebigen Fehler e durch [log, €~1]-fache Wiederholung verbessert werden. Das heifit, mit
dem Algorithmus ist sogar die Konstruktion eines fully polynomial randomized approxi-
mation scheme (FPRAS) gelungen (siehe [27]). Da das Rucksackproblem zur Klasse der
NP-harten Probleme zihlt, haben wir also ein fiir diese Klasse optimales Approximations-
schema angegeben und das Problem als eines der ,einfachsten® unter ihnen charakterisiert
(siche etwa [33]).

Die Kenntnis der Cutoff-Position und -Intervalldnge liefert nun nicht nur eine obere Schran-
ke an die Mischzeit, sondern auch eine Optimalitéitsgarantie fiir sie. Wahrend der Misch-
vorgang bis zum Beginn des Intervalls noch einen Fehler von 1 — e macht, so ist er am
Ende nur noch e.

Das Phédnomen charakterisiert sich dadurch, dafl die Intervalléinge von einer kleineren
Groflenordnung als die Position ist. Damit tritt die Verbesserung der Mischqualitét relativ
spontan ein. Wihrend es entscheidend ist, den Mischvorgang nicht zu frith abzubrechen,
sind nach dem Cutoff nur noch geringfiigige Verbesserungsschritte zu verzeichnen.



Bis heute wurde das Cutoff-Phénomen jedoch nur auf relativ wenigen Modellen nachgewie-
sen. Dies liegt unter anderem daran, dafl es neben Kopplungen und starken Stationérzeiten
relativ wenig Werkzeuge gibt, die dabei allgemein hilfreich sind. Die meisten Nachweise
des Phénomens setzen eine sehr detaillierte Untersuchung der Markovkette voraus, ein-
schlieBllich der Berechnung aller Eigenwerte und Eigenvektoren.

Zu den Modellen, fiir die das Phéinomen nachgewiesen wurde, zéhlen zum Beispiel die
symmetrische Gruppe ([1, 11, 18]), das Ehrenfest-Modell ([9, 11]), einige Fassungen des
Metropolis-Algorithmus ([11]), endliche Gruppen vom Lie-Typ ([47]) und das Ising-Modell
auf (Z/nZ)? fiir festes d ([39]). Die wohl am hiufigsten (etwa [17, 21]) und genauesten
untersuchte Familie von Modellen bilden die sogenannten birth-and-death-Ketten, eindi-
mensionale +1 random walks auf {1,...,n}. Fiir sie wurde 7, tmix — 00 als Kriterium fiir
das Auftreten des Cutoff-Phéanomens nachgewiesen, wobei ~, die Spektralliicke bezeich-
net. Leider ist das Kriterium jedoch fiir allgemeine Modelle zwar notwendig, aber nicht
hinreichend.

Daneben gibt es einige probabilistische Aussagen, die Mafle auf den Modellriumen
verwenden. Beispielsweise erreichen die meisten Markovketten schon nach zwei Schritten
ihre stationére Verteilung ([1]), und random walks auf d-reguldren Graphen weisen Cutoff
mit hoher Wahrscheinlichkeit auf ([40]).

Bei der Familie der simple exclusion processes bewegen sich Teilchen entlang von Kanten
eines Graphen. Diese Modelle haben eine Vielzahl von praktischen Anwendungen, von
denen die bekannteste sicherlich die Bewegung von Gas-Molekiilen in einem Raum ist.
Mit diesen wurde der Prozef3 seit geraumer Zeit beschrieben und untersucht, und die
Ergebnisse sind vor allem im symmetrischen Fall recht umfassend.

Daf} sich der simple exclusion process auf dem vollsténdigen Graphen durch eine Pro-
jektion auf das Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell untersuchen l48t, und somit wesentli-
che Eigenschaften der entstehenden birth-and-death-Kette tibernommen werden konnen,
ist schon in [19] erwéhnt. Dazu zidhlt auch das Auftreten des Cutoff-Phénomens. Wir fol-
gen jedoch [34], in dem die Autoren einen probabilistischen, in sich abgeschlossenen Beweis
fiir Cutoff beziiglich der total variation distance geben, und die Position und Intervallinge
explizit berechnen.

In dieser Arbeit untersuchen wir den , néchst kleineren“ Fall des simple exclusion process,
in dem der Graph nicht mehr ganz vollstdndig ist und der Zustandsgraph damit seine
Transitivitédt verliert.

In Kapitel 3 definieren wir die meisten grundlegenden Begriffe, insbesondere Cutoff und
geben in diesem Zusammenhang einen Uberblick iiber die fiir unsere Arbeit relevanten,
bekannten Ergebnisse. In Kapitel 4 beschreiben wir den simple exclusion process und li-
sten ihn betreffende Cutoff-Aussagen auf. In Kapitel 5 vollziechen wir fiir den Fall des
vollstandigen Graphens die Projektion auf das Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell nach,
zitieren Krgebnisse zum Cutoff beziiglich der total variation distance, und berechnen die
explizite Position und Intervallinge des Cutoffs beziiglich der separation distance. In Ka-
pitel 6 formalisieren wir den ,,néchst kleineren* interessanten Fall nach dem vollsténdigen
Graphen. In Kapitel 7, dem Hauptteil dieser Arbeit, zeigen wir schliellich Cutoff beziiglich
der total variation distance fiir diesen néichst kleineren Fall fiir k& < y/n; dazu entwickeln
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1. Zusammenfassung

wir eine Methode, die die Entfernung der zwei Zufallsvariablen einer Kopplung mit Hilfe
einer birth-and-death-Kette abschéitzt. Kapitel 8 enthélt einen Ausblick.

Alle verwendete Literatur ist im Literaturverzeichnis aufgelistet. Alle zitierten Sétze und
Beweise sind mit einer Quellenangabe versehen.

Englische Fachbegriffe, fiir die es keine oder nur uneinheitlich oder selten verwendete, deut-
sche Entsprechungen gibt oder deren deutsches Aquivalent phonetisch weit vom Original
entfernt ist, sind englisch belassen, um eine bessere Vergleichbarkeit mit der Literatur zu
ermoglichen.

Ein ganz herzlicher Dank geht an alle, die mich bei der Erstellung dieser Arbeit un-
terstiitzt haben. An Herrn Professor Eberle, meinen Betreuer, fiir sehr gute Ausbildung
in Stochastik, an Alexander Hullmann fiir hilfreiche Gespriche, und an meine Eltern fiir
den dargebotenen Riickhalt.
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2. English Summary

The cutoff phenomenon describes an abrupt transition in the convergence of some ergodic
Markov chains to their stationary distribution. In [18], the phenomenon was described for
the first time for the application random exchanges within a deck of cards, that is random
transpositions on the symmetric group. The celebrated result was stated: To mix a deck of
52 cards, no more than seven riffles are necessary. In [1], it got its name and was described
with its characteristic graph displaying the total variation distance d(t) over time. (See
figure 1.)

Until today, even for Markov chains on finite state spaces no direct criterion is known
relating the model, that is the transition probabilities, to the occurrence or non-occurrence
of cutoff. A random walk on Z/nZ, the cycle, for which each step is uniform on {—1,0,1},
shows no cutoff. A random walk on {0, l}d, the hypecube, does. Even though many eve-
ryday chains show the phenomenon, proving its occurrence turns out to be challenging.
(See figure 2.)

The explicit statement of the mixing time tp,ix, the time when d(t) drops below i, as
a function of the model size n is extremly useful for many applications. For example, it
provides a terminating condition for approximation algorithms, as a sample of the Markov
chain at time tyix is the solution up to an error of %.

Such an algorithm is, especially compared other polynomial solution algorithms for the
same problem statement, extremly short, easy to realize and thereby quickly implemented
and is quite failure-tolerant. For example, the well-known knapsack problem from Opera-
tions Research (see e.g. [31]) can be represented by a simple random walk on a hypercube
that has been truncated by a hyperplane. For this case, tmix < n® (see [43]). The upper
bound for i« is the crucial factor in the running time of the algorithm. Furthermore, the
result can be improved up to an error of € by [log, e~ !]-fold repetition. Therefore, with
this algorithm, we have even constructed a fully polynomial randomized approximation
scheme (FPRAS) (see [27]). Since the knapsack problem belongs to the class of NP-hard
problems, we have thereby stated an optimal approximation scheme for this class and
characterized the problem as one of the “easiest” among them (see [33]).

Knowledge of the cutoff location and window size not only gives an upper bound on the
mixing time, but also a guarantee of optimality for it. While the mixing process has an
error of 1 — € up to the beginning of the window, after it the error is down to e.

The phenomenon is characterized by the fact that the window size is of smaller order
than the location. Thereby the improvement of mixing quality happens quiet spontaneous-
ly. While it is vital not to abort mixing too early, after the cutoff only minor improvements
can be noted.
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2. English Summary

Until today the cutoff phenomenon has been proven for only a few models. Among the
reasons is that besides coupling and strong stationary times, there are but a few tools that
are helpful in general. Most proofs of cutoff require a very detailled analysis of the Markov
chain, including the calculation of all Eigenvalues and Eigenvectors.

Among the models, for which the phenomenon has been proven, are the symmetric
group ([1, 11, 18]), the Ehrenfest-Urn ([9, 11]), several versions of the Metropolis-Algorithm
([11]), finite groups of Lie type ([47]) and the Ising-model on (Z/nZ)? for fixed d ([39]). The
most famous (see, for example, [17, 21]) and most researched family of models are what
are known as birth-and-death-chains, one dimensional +1 random walks on {1,...,n}. For
them, the criterion ~,tmix — 00 has been proven, where ~, is the spectral gap. Unfortu-
nately, for more general models, this criterion is still necessary, but not sufficient.

Furthermore, there are a few probabilistic results requiring measures on model spaces.
For example most Markov chains reach their stationarity after two steps ([1]). And random
walks on d-regular graphs exhibit cutoff with high probability ([40]).

In the family of simple exclusion processes, particles move along edges of a graph. These
models have a multitude of applications, most famous surely the movement of gaseous
particles in a closed space. With these the process has long been described and researched,
and the results, especially for the symmetric case, are quite comprehensive.

The simple exclusion process on a complete graph may be investigated using a pro-
jection onto the Bernoulli Laplace diffusion model and vital properties can be inferred
from the resulting birth-and-death-chain. This has been mentioned in [19]. Among those
properties is the occurence of cutoff. We, however, follow [34], where the authors give a
probabilistic, self-contained proof of total variation cutoff and explicitly state the location
and window size.

In this thesis, we investigate the “next smaller” case of the simple exclusion process,
where the graph is not entirely complete anymore and the state graph thereby looses its
transitivity.

In chapter 3, we define the basic terms and notions, in particular cutoff and give a summary
of the known results which are relevant to this thesis. In chapter 4 we define the simple
exclusion process and list propositions concerning its cutoff. In chapter 5 we follow the
case of the complete graph being projected onto the Bernoulli Laplace diffusion model, cite
results regarding total variation cutoff and explicitly compute the location and window
size of separation cutoff. In chapter 6 we define the “next smaller” interesting case where
one Eulerian cycle has been removed. In chapter 7, the main part of this thesis, we prove
total variation cutoff developing a method which estimates the distance of the two random
variables of a coupling by using a birth-and-death-chain. Chapter 8 we review the work
and pose questions which might stimulate further research in this area.

All literature used is listed at the end of this thesis. All quoted propositions and proofs
are annotated with their source.
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3. Grundlagen

Eine endliche Markovkette ist ein Prozefl, der sich auf einem endlichen Zustandsraum
Q) bewegt. Dabei wird die auf x € Q folgende Position entsprechend einer festen Ver-
teilung P(z,-) gewéhlt. Formaler ist eine zeit-diskrete Markovkette mit endlichem
Zustandsraum ) und Ubergangsmatrix P eine Folge von Q-wertigen Zufallsvariablen
(Xo0,X1,...), die fiir alle t € N die Gleichungen

P{Xy = | X4—1 =241}
- P{Xt = Tt \ X1 =a4-1, X429 =T4_9,...,Xp = 930}
— P(‘rt—lvxt))

die sogenannte Markoveigenschaft, erfiillen. Sofern nicht anders erwahnt, sind alle Mar-
kovketten im folgenden zeit-diskret. Der Zustandsraum ist im folgenden immer endlich.
Die Matrix P beschreibt die Ubergangswahrscheinlichkeit und ist stochastisch, d.h.

fur alle z € Q gilt
> Pla,y) =1.
yeN

Zur kiirzeren Beschreibung sagen wir auch, die Ubergangsmatrix habe die Eigenschaften
ihrer Markovkette, die dann implizit gemeint ist. Eine Markovkette heifit irreduzibel,
wenn es fiir alle z,y € Q ein t € N gibt, so da§ P'(x,y) > 0 ist.

Sie heifit aperiodisch, wenn ggT{t > 1: P!(z,z) > 0} = 1 fiir alle x € Q gilt. Um
Periodizitat zu vermeiden und somit Konvergenz zu erreichen, beschrankt man sich zum
Teil auf trige Markovketten, also solche, fiir die fiir jedes z € Q : P(x,z) > % gilt.
Aus jeder Markovkette 148t sich mittels @ := % eine trége Version konstruieren: Die
erwartete Konvergenzrate verschlechtert sich dabei im schlimmsten Fall um den Faktor 2.

Eine Verteilung 7 auf 2 heifit invariant, wenn m = «P gilt. Ist die Markovkette
irreduzibel, so gibt es ein eindeutiges 7.

Die Markovkette (X;) heiit reversibel, wenn es eine Verteilung 7’ auf Q gibt, so da$§

fiir alle z,y € Q die sogenannte Gleichung der detaillierten Balance

m(z)P(z,y) = 7(y) Py, x)

gilt. Jedes solche 7’ ist invariant.
Ist P reversibel, so gilt fur alle {z;,, z,,..., 2.} € Q

P(xilvxh)P(xiwxlé) s P<xik7 xil) - P(xik’ xik—l)P(xik—l“fBika) s P(xilvxik>'
Ist P positiv, gilt auch die Riickrichtung.

13



3. Grundlagen

Eine Kopplung von Markovketten mit Ubergangsmatrizen P und Q ist ein Prozef
(X4, Y1), so daB (X;) eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Y eine Markovkette
mit Ubergangsmatrix Q ist.

Eine Kopplung von zwei Wahrscheinlichkeitsmaflen o und v ist ein Prozef (X3, Y;)22,
so daf die Randverteilung von X g ist, und die von Y v, d.h. die Kopplung erfiillt P{X =

x} = p(x) und P{Y =y} = v(y).
3.1. Abstdnde

Um nun von der Konvergenz einer Markovkette zur Zeit ¢ mit ¢ — oo sprechen zu kénnen,
muf} zunéchst der , Abstand“ zwischen zwei Verteilungen quantifiziert werden. Man be-
trachtet meistens eine der beiden folgenden Alternativen:

Definition 3.1. Die total variation distance zweier Verteilungen u and v auf € ist

— = A)—v(A4)|.
=Vl = max n(4)  v(4)

Da unser 2 endlich ist, gilt

I~ vl = 3 3 lute) — v(a)
zeQ

= > (ux) - v(@) (3.1)

e
w(x)zv(z)

=inf{P{X #Y}:(X,Y) Kopplung von x und v}

Satz 3.2 ([35]). Ist P irreduzibel und aperiodisch mit invarianter Verteilung w, so gibt es
a € (0,1) und C >0, so daf
¢ ¢
max || P(z, ) = m()|| py, < Cal.
Dies berechtigt also, von Konvergenz der Verteilung der Markovkette zur Zeit ¢ gegen 7
mit ¢ — oo zu sprechen. Daher wird 7 auch die stationire Verteilung genannt. Wir
definieren

Tmin 1= ;nelgrll m(x).

Wir setzen

d(t) := max HPt(m, ) - 7THTV (3.2)

sowie

d(t) := max HPt(x, ) — Pl(y,-

3.3
z,ye) ( )

Mpy
und somit gilt limy_,, d(t) = 0.

Die zweite Alternative, den Abstand zu quantifizieren, ist die separation distance. Dabei
ist zu beachten, dafl sie weder symmetrisch noch eine Metrik zwischen zwei Verteilungen
ist.

14



3.1. Abstiande

Definition 3.3. Die separation distance aus dem Zustand x ist

so(0) = e (1 - W) ,

yeQ m(y)

und die der ganzen Kette

s(t) := max s (t).

e
Es gilt nun
d(t) < d(t) < 2d(t)
und
d(s+1t) < d(s)d(t)
und somit

d(ct) < d(ct) < d(t)°

(3.4)
(3.5)

(3.6)

Da d(t) monoton fillt und man héufig an der Zeit interessiert ist, zu der d(t) zum er-
sten Mal einen bestimmten Wert unterschreitet, definiert man die Umkehrfunktion, die

sogenannte Mischzeit, von d als
tmix(€) :=inf{t : d(t) < €}.
Da mit (3.6) nun

tmix(6> S Dog2 6_1~|tmix

gilt, geniigt in der Praxis héufig die Angabe eines einzigen Wertes von tyix(€), ndmlich

1
tmix = tmix(z)-

Analog zu tnix definiert man fiir die separation distance die Separationszeit:

tsep(€) :=inf{t : s(t) < €}

1
bep = ()

Weiterhin gilt
d(t) < s(t).
Bemerkung 3.4. Wihrend die total variation distance den Term

iiber alle y € Q mit 7(y) gewichtet summiert, betrachtet die separation distance das

Maximum

(1 70)

yeQ m(y)

fiir ein einzelnes y € ). Die separation distance hangt also im Vergleich zur total variation

distance wesentlich mehr von den lokalen Eigenschaften der Markovkette ab.

15



3. Grundlagen

3.2. Eigenwerte und Spektralliicke

Ist P irreduzibel und reversibel, so sind die Eigenwerte reell. Wir numerieren sie in ab-
steigener Reihenfolge:
1=X >)\22~">\‘Q|,1 > -1

Ay := max{|\| : A Eigenwert von P, \ # 1}

Mit 7, := 1 — As bezeichnen wir die absolute Spektralliicke. Ist P aperiodisch und
irreduzibel, so ist v, > 0. Die Spektralliicke definieren wir als v := 1 — A9, die Relaxa-
tionszeit als t,.q := ,Y%

Damit lieferen die Theoreme 12.3 und 12.4 aus [35] die ersten Schranken fiir die

Mischzeit: Ist P reversibel, irreduzibel und aperiodisch, so gilt zunéchst $[A|' < d(t) <
—1

T oin €XP(—74t), und so

O e L

1 (3.7)

i) > (10~ )10 5 ).

und auch )
Jim a0} =

3.3. Stoppzeiten
Fiir eine Folge (X;) von Q-wertigen Zufallsvariablen heifit eine {0, 1,. .., co}-wertige Zu-

fallsvariable 7 eine Stoppzeit beziiglich (X;), wenn es fiir alle ¢ € {0,1, ...} eine Menge
B; C Q! gibt, so daB

{7’ = t} = {(XQ,XI,...,Xt) S Bt}

gilt. Eine Stoppzeit 74 := min{t > 0: X; € A} heifit Trefferzeit von A.
Ist eine Folge unabhingiger, gleichverteilter Zufallsvariablen (Z;) und eine Abbildung
f:Q xR — R gegeben, so daf

Xo =X und Xt = f(thl, Zt)

eine Folge (X;) von Q-wertigen Zufallsvariablen definiert, so heifit eine Stoppzeit 7 beziig-
lich (Z;) eine randomisierte Stoppzeit beziiglich (X;).

Definition 3.5. Eine strong stationary time einer Markovkette (X;) mit stationérer
Verteilung 7 ist eine randomisierte Stoppzeit 7(x) beziiglich (X}), so daf mit Xy =z

P{r =t,X; =y} =P{r = t}r(y)
fir alle t € N und y € Q gilt.
Definition 3.6. Ein Zustand y € Q ist ein Haltezustand fiir eine Stoppzeit 7(z), wenn
Xi=y=71<t

fir alle t € N gilt.

16



3.4. Cutoff

Satz 3.7 ([2]). Ist T(x) eine strong stationary time beziiglich (X;) und s;(t) die separation
distance aus dem Zustand x, so gilt

s0(t) < Po{r > t}.

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn es einen Haltezustand beziiglich T gibt.

3.4. Cutoff

Gegeben sei eine Folge (Xt(")) von Markovketten (n = 1,2,...). Ihre Mischzeiten seien
(n)

mit ¢ (¢) und ihre total variation distances mit d,(t) bezeichnet. Ihre Separationszeiten

seien mit tggg(e) und ihre separation distances mit s, (t) bezeichnet.

Definition 3.8. Die Folge weist total variation cutoff, kurz TV-Cutoff, auf, wenn
fiir alle € > 0

(n)
t
lim - )mlx(e) —1
n—00 ¢ rr?ix(l _ 6)
gilt. Die dazugehorige Intervalléinge ist {w,}, falls w, = o(tigi)x) und
lim_Timinf d, (50, +aw, ) =1
a——00 M—r00
lim limsupd, (tf:lll)x + awn) =0.
=0 p—oo

Definition 3.9. Die Folge weist TV-Pre-Cutoff auf, wenn

(n)
t.
sup limsup()mlﬁ

0<e<1/2 n—oo ¢V (1 —€)
gilt.
TV-Pre-Cutoff ist offensichtlich eine schwéchere Bedingung als TV-Cutoff. Ein Beispiel

dafiir, dafl TV-Cutoff nicht TV-Pre-Cutoff impliziert, zitieren wir im folgenden Abschnitt.
Definition 3.10. Die Folge weist separation cutoff, kurz Sep-Cutoff auf, wenn fiir
alle e > 0

tpld)

(1)
gilt.
3.4.1. Beispiele und bisher bekannte Ergebnisse

Definition 3.11. Eine Markovkette auf €2 heifit simple random walk, wenn es auf €2 eine
symmetrische Relation ~ gibt und P(x,y) > 0 genau dann, wenn z ~ y gilt. Er heifit
symmetric, falls

7‘{2:;%}' falls x ~ y

0 sonst.

P($>y) :{
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3. Grundlagen

Definition 3.12. Eine Markovkette auf 2 = {0,...,m} heifit birth-and-death-Kette,
wenn P(z,y) # 0= (z —y) € {—1,0,1} fiir alle z,y € Q gilt.

Jede birth-and-death-Kette ist reversibel. Eine birth-and-death-Kette hat einen Drift von
B in Richtung von m, wenn = P(z,z + 1) — % fiir alle x € {0,...,m — 1} gilt.

Satz 3.13 ([17]). Sei (Xt(n)) eine Folge von tragen birth-and-death-Ketten, jeweils mit
Zustandsraum QM = {0,...,m,} und Ubergangsmatriz P"™. Seien Agn) € [0,2], i €

{0,...,my}, die Eigenwerte des Generators in aufsteigender Reihenfolge. Sei
A = A\ (3.8)
und
=3 ()L (3.9)
i=1

Fiir alle x € {0,...,my, — 1} und alle n gelte

P (z,z+1)+P™(z+1,2) <1.
Dann weist (Xt(n)) genau dann Sep-Cutoff auf, wenn

lim Apt, = co.
n—oo

Satz 3.14 ([21]). Se: (Xt(n)) eine Folge von trigen, irreduziblen birth-and-death-Ketten.

Sei (tg:;)x) die dazugehdorige Folge von Mischzeiten und v dazugehirige Folge von Spek-

tralliicken. Die Folge (X(")) weist TV-Cutoff genau dann auf, wenn

Die Intervallinge ist dabei hdchstens

tgsi)z(’y(n))il :

Definition 3.15. Eine Markovkette auf Q = Z/mZ heifit Markovkette auf einem Kreis,
wenn P(x,y) #0= (z —y) € {-1,0,1} C Z/mZ fir alle z,y € Z/mZ gilt.

Der folgende Satz gibt ein erstes Beispiel fiir ein Modell, auf dem kein Cutoff auftritt. Der
Beweis in [47] verwendet die Eigenwerte, Trigonometrie und knappe Abschétzungen.

Satz 3.16 ([47)). Der random walk auf dem Kreis mit P(x,y) = % fir alle x,y € Q mit
(x —y) € {—1,0,1} weist keinen Cutoff auf.

Unter anderem die Sétze 3.13 und 3.14 bewegten Y. Peres zur Formulierung der Hypothese
(siehe [44]),

lim ¢ 4™ = o (3.10)
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3.5. Graphenstruktur des Zustandsraumes

als allgemeines Kriterium fiir TV-Cutoff anzunehmen, nachdem dies in vielen prakti-
schen Beispielen zutraf und eine notwendige Bedingung fiir Cutoff darstellt. D. Aldous
prisentierte darauf ein Gegenbeispiel, das (3.10) erfiillt und TV-Pre-Cutoff, aber keinen
TV-Cutoff aufweist: Die in [35] beschriebene, einfachere Variante besteht aus einer birth-
and-death-Kette der Linge 5n, deren eines Ende e auf einem Kreis der Grofle 3n liegt.
Dabei hat die birth-and-death-Kette einen Drift von % in Richtung des Kreises. Von e aus
in eine Richtung entlang des Kreises haben 2n Knoten ebenfalls einen Drift von %, die n

Knoten in der anderen Richtung von e aus einen Drift von 1%.

Entsprechend zu Abschnitt 3.4 kann der LP-Cutoff mit [[-[|, als Abstand (siehe Ab-
schnitt 3.7) definiert werden. In [10] zeigen die Autoren, dafi der LP-Cutoff fiir 1 < p < oo
bei reversiblen Markovketten genau dann auftritt, wenn eine (3.10) entsprechende Bedin-
gung erfiillt ist, man némlich in (3.10) die TV-Mischzeit durch die LP-Mischzeit ersetzt.
Diese Tatsache ist jedoch eher von theoretischem Interesse, da die LP-Norm keine wahr-
scheinlichkeitstheoretische Interpretation hat.

3.5. Graphenstruktur des Zustandsraumes

Alle betrachteten Graphen in dieser Arbeit sind ungerichtet und endlich, bestehen also aus
einer endlichen Menge V von Knoten und einer symmetrischen Relation £ C V' x V von
Kanten, die wir als Menge von Mengen von Knoten auffassen wollen; bezeichnet P also
die Bildung der Potenzmenge, ist £ C P(V). In einem Graphen G = (V, E) definieren
wir fiir alle z,y € V ihren Abstand distg(z,y) als die minimale Anzahl von Kanten eines
x-y-Pfades

{{z,v1},{v1,v2}, ..., {vn,y}} C E.

Die Nachbarn N (z) eines Knoten 2 € V sind durch N(z) :={y € V : {z,y} € E,x # y}
gegeben. Der Grad eines Knoten ist deg(z) := |N(z)|.

Die Ubergangsmatrix P induziert auf Q eine Graphenstruktur Gq = (Va, Eq), definiert
durch Vo := Q und

Eq = {{z,y}: P(x,y) + P(y,z) > 0}.

Wir bezeichnen den maximalen Abstand zweier Zustéinde z,y € Q mit 3:

B:= ;r;!%)é distg, (z, ).

3.6. Zeitstetigkeit

Zu einer zeit-diskreten Markovkette mit Ubergangsmatrix P ist der Kern der mit ihr
assoziierten zeit-stetigen Markovkette gegeben durch

Hy = e tU=P), (3.11)

Es gilt
o
NPz, y)
— t >
Ht ('1:7 y) =e Z Z' .
i=0
Die zeit-stetige Variante ist ein Prozef, der die gleichen Spriinge wie die zeit-diskrete Vari-

ante, also gemiB der Ubergangsmatrix P, vollzieht, jedoch nach unabhiingigen, Poisson( 1)-
verteilten Wartezeiten.
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3. Grundlagen

Die zeit-stetige Variante ist teilweise leichter zu analysieren. Daher sind einige Aussagen
im folgenden auf sie beschriankt. Aussagen iiber zeit-diskrete Markovketten lassen sich
jedoch immer mittels (3.11) auf den zeit-stetigen Fall iibertragen.

Die Definitionen von d(t), d(t), s(t), die der Mischzeit, der Separationszeit und die
der Cutoff-Varianten iibertragen sich auf den zeit-stetigen Fall, indem man P? durch H,
ersetzt.

Sofern nicht anders erwéhnt, sind alle Markovketten im folgenden zeit-diskret.

3.7. LP(7)-Raume

Ist eine Markovkette (X;) mit Zustandsraum 2 und der stationéren Verteilung 7 gegeben,
so definieren wir LP(m) als den Raum der Funktionen f :  — C, fiir die

> 1f (@) P
zeQ

gilt, und versehen ihn mit der Norm

£, - (Zlf )P (2 )

e

LA

Entsprechend definieren wir L°°(7) mit
[fllo = sup[f(2)]
z€

Offensichtlich gilt

1
7—1H — 2l — 7y -
[ -1 = 20— ey

Das Skalarprodukt auf L?(7) sei durch
(f.9) = (f.9)r =) fl@)g(@)m(x)
e
gegeben.
3.8. Logarithmische Sobolev-Ungleichungen

Sei fiir den Rest dieses Kapitels sei (X;) eine zeit-stetige, irreduzible Markovkette mit
Zustandsraum 2, Kern Hy zur Ubergangsmatrix P und mit stationérer Verteilung .

Die mit (X;) assoziierte Dirichlet-Form ist fiir f,g € L*(r) definiert durch

wobei (c) ein ¢ € C auf seinen reelen Anteil abbildet. Mit der Notation

=Y f(@)n(2)

€N

Vary(f) := > [f(z) — 7(f)[*x(x)

e
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3.9. Moderates Wachstum

kann der Begriff der Spektralliicke verallgemeinert werden: Bisher ist sie nur im Falle
reversibler Markovketten, also wenn die Eigenwerte reell sind, definiert. Allgemeiner gilt

v = mln{\f;i(f}) . f € L*(n), Varg(f) 750}. (3.12)
Wie (3.7) aus der Ungleichung || H; f — m(f)||3 < e~ 2"*Var,(f) fiir alle f € L?(r) abgeleitet
wurde, kénnen nun auch stérkere Schranken abgeleitet werden, wenn man in (3.12) die
Varianz durch

T 2
£(f) =3 1) log ('f @) ) ()

2
oer /115

ersetzt. Das Aquivalent der Spektralliicke fiir £ definieren wir wie folgt:

Definition 3.17. Die logarithmische Konstante o = «(P) ist definiert als

immin{EED ) 20,

Sie ist also die grofite Konstante ¢, so dafl die logarithmische Sobolev-Ungleichung

cL(f) < E(f. f)

erfiillt ist. Es gilt 2o < v und entsprechend zu (3.7)

2 Hy — |3y < <log ) e~ 2ot (3.13)

min

3.9. Moderates Wachstum
Sei (X;) weiterhin obige Markovkette. Wir definieren fiir x € Q und r € N

V(z,r) =n({y: distg,(x,y) <71}). (3.14)

Definition 3.18. Im diesem Kontext hat die Markovkette (X;) (M,d)-moderates
Wachstum, wenn fiir alle z € Q und r < 3 gilt:

Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmafl @@ : Eq — R mit

Qz,y}) == %(P(fﬂ’y)ﬂ(fﬂ) + Py, 2)7(y)),

und somit gilt

SRN=3 X 15w~ Fw)PQw ).
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3. Grundlagen

Definition 3.19. In diesem Kontext erfiillt die Markovkette (X;) eine lokale Poincaré-
Ungleichung mit Konstante a > 0, wenn fiir alle Funktionen f € L?(7) und r < 3

If = frll3 < ar2E(F, f)

gilt, wobei

fr(@) = > fr).

Viz,r) y:d(z,y)<r

Lemma 3.20 ([16]). Fir alle x,y € Q, x # vy, sei f(x,y) ein fester x-y-Pfad in Go. Dann
gilt
If = £rllz < n()E(F. )

mit

n(r) = max C;e) > 18z, ST

z,y:dist(xz,y)<r
e€B(z,y)

Theorem 3.21 ([15, 16]). Die Markovkette (X) habe (M, d)-moderates Wachstum und
erfiille eine lokale POINCARE-Ungleichung mit Konstante a > 0. Dann gilt v > 1/a? und
die Markovkette erfillt die NASH-Ungleichung

LA < <S(f, N+ Hf||§> TG

mit C := (14 1/d)?(1 + d)>/¢M?/4ap?. Somit gilt fir alle ¢ > 0 und t = aff?(1 + ¢)

53

—1|| € Be™¢

T 2

mit B = (e(1+d)M)Y2(2 + d)¥*. Die logarithmische Sobolev Konstante erfillt oo > €/
mit €1 = 2a(2 + log B).

Weiterhin gibt es Konstanten ¢;, i € {1,...,6}, die nur von M, d und a abhingen, fir
die gilt: v < ¢1/B%, a < c2/B% und, falls die Markovkette reversibel ist,

c3ett/P’ < d(t) < cse ot/
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Teil 1.

Simple Exclusion Process
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4. Motivation

Beim simple exclusion process bewegen sich k Teilchen auf einem Graphen G = (V| E). In
einer Konfiguration befindet sich jedes Teilchen auf seinem eigenen Knoten. In jedem
Schritt wird eine Kante des Graphen zufillig gleichverteilt ausgewéhlt und der Inhalt der
beiden anliegenden Knoten vertauscht. Sind beide Knoten unbesetzt, oder beide besetzt,
passiert nichts; sonst bewegt sich ein Teilchen.

Da sich unter anderem alle simple symmetric random walks (k := 1) so modellieren lassen,
ist dieses Modell extrem flexibel und es gibt eine Vielzahl von untersuchten Spezialfillen.

Trotzdem ist selbst unter der Einschréinkung k = 1 bisher kein allgemeines Cutoft-
Kriterium bekannt. — Ist G beispielsweise ein Kreis, so tritt kein Cutoff auf (siche Satz
3.16). Ist G die symmetrische Gruppe, also V' = S,, und zwei Knoten sind genau dann
durch eine Kante verbunden, wenn sie sich durch eine Transposition unterscheiden, so tritt
TV-Cutoff ([18]) und Sep-Cutoff ([47]) auf.

Ein Graph heifit d-regulédr, wenn an jedem Knoten genau d Kanten anliegen. Ist G d-
reguldr, mit d > 3, so weist der random walk das TV-Cutoff-Phéanomen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit auf, gleichverteilt iiber alle solchen Graphen gemessen ([40]).

Um die Analyse in Spezialfillen zu vereinfachen, versucht man h#ufig, den Konfigura-
tionsraum € und die Ubergangsmatrix P, moglichst einfach zu halten oder durch eine
Projektion zu reduzieren. Beim allgemeinen simple exclusion process ist ) = (Z), also die
Menge aller k-elementigen Teilmengen von V.

Zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) ohne loops, also {z,y} € E = x # y, ist die
in Abschnitt 3.5 beschriebene Graphenstruktur auf €2 durch die Bewegung eines einzelnen

der k Teilchen entlang einer Kante aus E also wie folgt gegeben:

wen- ()

={z e P(V):|z] =k},
Fq={{z,y} € O?: Py(z,y) >0,z #y}

= {{z,y} e P(V)*: |z = [yl =k, Jany| =k = 1,(z Uy)\(z Ny) € E},
Gq = (VQ,EQ).

(4.1)

Vom simple exclusion process findet man in der Literatur unterschiedliche Varianten:

1. Pro Zeiteinheit wird ein Teilchen proportional zum Grad des von ihm besetzten
Knotens ausgewéhlt, und auf einen zufillig gleichverteilt gewdhlten Nachbarknoten
bewegt, sofern dieser frei ist.
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4. Motivation

2. Pro Zeiteinheit wird eine Kante gleichverteilt ausgewéhlt und der Inhalt des Knotens
vertauscht. (Dies wurde zu Beginn des Kapitels beschrieben.)

3. Pro Zeiteinheit werden zwei Knoten v1,vy € V' gleichverteilt gew#hlt. Ist {vi,ve} €
F, so wird der Inhalt beider Knoten vertauscht.

Wir werden im folgenden die Varianten mit SEP-1, SEP-2 und SEP-3 bezeichnen. In
den folgenden Kapiteln verwenden wir SEP-3, soweit nicht anders angegeben.
Seien P, P» und P3 die Ubergangsmatrizen der jeweiligen Markovketten. Dann gilt

Py =xPy+(1-=x)1
mit
1B
VI
Dagegen ist P; im Allgemeinen keine Linearkombination der anderen: Fiir k£ = 1, also bei
einem Teilchen, ist bei den Varianten 2 und 3 die Wahrscheinlichkeit, auf einem Knoten

mit niedrigerem Grad zu bleiben, hoher als die, auf einem mit héherem Grad zu bleiben.
Bei Variante 1 hingegen ist sie gleich. Eine dquivalente Aussage gilt fiir £ > 1 auf Gq.

Ist deg(v) jedoch fiir v € V' konstant, dann gilt
Po=yPi+(1—-¢)I und  P3=x¢P+(1—xy)!

mit k deg(vn)
eglul
VE TR
||
Es gilt fiir alle x,y € Q
0 falls distg,, (z,y) > 1,
P3(z,y) = % falls distg,, (z,y) = 1, (4.2)

1-— deg(x)% falls distg,, (z,y) =0 (also x =y).
Es gilt das folgende, leicht zu iiberpriifende Lemma:

Lemma 4.1 ([37]). Die invariante Verteilung von SEP-2 und SEP-3 ist gleichverteilt auf
allen mdglichen Konfigurationen, und der Prozef ist reversibel.

Um nun die Komplexitéit der Graphenstruktur G auf dem Zustandsraum zu reduzieren,
kann man versuchen, Symmetrien des zugrundeliegenden Graphens G auszuniitzen. Dazu
definieren wir zunéchst folgende Begriffe:

Ein Graphen-Automorphismus Gq — Gq ist ein Automorphismus Vo — Vo, der
Nachbarn wieder genau auf Nachbarn abbildet. Ein Graph G heifit knoten-transitiv, kurz
transitiv, falls es fiir alle z,y € Vi einen Graphen-Automorphismus ¢ : Gg — Ggq mit
¢(x) =y gibt.

Ist Gq nun transitiv, vereinfacht sich die Berechnung von d(t), denn fiir fiir jedes y €
gilt
a(t) = ma [P ) = 7l gy = [P ) — gy ®
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Lemma 4.2. Ist k =1 und schon G transitiv, so ist auch Gq = G transitiv.

Dies niitzt etwa [26] aus, um fiir Folgen von random walks auf bestimmten Hamming-
Graphen TV-Cutoff nachzuweisen. Hamming-Graphen sind verallgemeinerte Hyperwiirfel:
Sei S endlich und d € N, dann ist V := S% und zwei Knoten sind genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn sie sich in genau einer Koordinate unterscheiden. Hamming-
Graphen sind transitiv.

Fiir SEP-1 gewinnen die Autoren von [14, 45] durch einen Vergleich mit dem Bernoulli-
Laplace-Diffusionsmodell eine Schranke an den zweitgrofiten Eigenwert zunéchst fiir k = 1
und dann fiir allgemeines k. Uber (3.7) ergibt sich dadurch eine Schranke an die Mischzeit.

In [15] zeigen die Autoren eine logarithmische Sobolev-Ungleichung fiir SEP-1, unsern Satz
5.9, und verbessern die Schranke aus [14, 45] iiber die iibliche Ungleichung (3.13) um eine
Groflenordnung.

In [41] zeigt der Autor jedoch fiir SEP-2, da auch diese fiir kleine k auf Z/LZ? nicht op-
timal ist. Er bestimmt die optimale Schranke an ¢y fiir SEP-2 auf Z/LZ% als O(L? log k)
mit k < %Ld.
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5. Auf dem vollstandigen Graphen

Ein Graph G = (V| E) heifit vollstéindig, wenn E = {{i,j} : 4,7 € V,i # j}. Ein Graph
G heift leer, wenn E = () ist.

Lemma 5.1. Ist G vollstindig, so ist Gq transitiv.

Beweis. Ist G vollsténdig, so stellt jede Permutation p € S}y von V' ein Graphen-Auto-
morphismus von G dar. Somit ist Go = (Vq, Eq), der Zustandsraum des simple exclusion
process auf G mit k Teilchen, definiert in (4.1), transitiv: Zu allen 7,7’ € Vo = Q gibt es
ein p € Sy, so dafi n, = 17; ) fir alle v € V ist, und jeder G-Automorphismus p besitzt
einen kanonischen G-Automorphismus ¢ : 6 — {p(v) : v € 8}, fiir den nach Konstruktion
¢(n) =1’ gilt. O

5.1. Formale Definition

Um Cutoff fiir n — oo zu beobachten, ist eine Folge von Markovketten notwendig. Wir
definieren daher unsere Prozesse fiir alle n € {1,2,...}. Besteht keine Gefahr der Ver-
wechslung, lassen wir in Aussagen, die fiir alle n gelten, in der Notation das - weg.

Sei also (G(”))flo:1 eine Folge vollstindiger Graphen mit jeweils n Knoten:

v ={1,...,n} EW = {{i,j}:i,j € Vyn,i # j}

Sei weiterhin (k,)2° , eine Folge ganzer Zahlen mit jeweils 1 < k,, <n — 1, die Anzahl der
Teilchen auf dem n-ten Graphen.

Bemerkung 5.2. Aufgrund von Symmetrie gilt oBdA k&, < 3.

Der Raum der Konfigurationen ist durch

QM .= {?7 € {0,1}"

Z"?(@") = kn}

r=1

gegeben. Wir betrachten die Folge von Markovketten (Xt(n))%o:l, jeweils auf Q) mit
Ubergangsmatrix P, die jeweils in jedem Schritt zuféllig gleichverteilt zwei Knoten aus
{1,...,n} auswihlen und deren Inhalt vertauschen. Jeweils mit Wahrscheinlichkeit % sind

die Knoten identisch und es passiert nichts. Fiir n,7’ € Q und n # ' gilt also

2 wenn 7 und 7’ sich durch eine Transposition unterscheiden

P(n,n') == {"

0 sonst
1
und P(Tlﬂl) > 2"
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5. Auf dem vollstdndigen Graphen

Die Markovkette (X;) ist reversibel, trige, aperiodisch und irreduzibel. Ihre invariante
Verteilung ist die Gleichverteilung auf Q)| die wir mit 7™ bezeichnen wollen.

Wir schreiben P* fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Markovkette (1;) auf €2, die
in der Konfiguration 19 = ¢ € Q startet, E¢ fiir den Erwartungswert und uf fiir deren
Randverteilung zur Zeit .

5.2. Projektion auf das Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell

Das BERNOULLI-LAPLACE-Diffusionsmodell, siehe [23], im folgenden kurz BLDM, be-
schreibt zwei Urnen: In der linken sind zu Beginn k&’ rote Kugeln, in der rechten sind
n’ — k' schwarze. In jedem Schritt wird zunéichst in beiden Urnen jeweils eine Kugel gleich-
verteilt ausgewihlt, dann werden beide Kugeln miteinander vertauscht. Man interessiert
sich fiir die Anzahl der roten Kugeln in der linken Urne nach ¢’ Schritten.

Schon in [19] weisen die Autoren darauf hin, dafl eine Analyse des simple exclusion
process auf dem vollstandigen Graphen durch eine Projektion auf das BLDM vereinfacht
wird. Wir folgen der in [34] explizit ausgefithren Projektion:

Nach Lemma 5.1 ist G transitiv. Somit hingt H uf — 7THTV nicht von ¢ ab, und wir setzen

1 firze{l,... k,
no(z) := { { } (5.1)
0 sonst

und schreiben P (bzw. ,ugn)) fiir die Verteilung von (X;) (bzw. X;).

Fiir alle ¢ ist p; invariant unter Permutationen der Koordinaten {1,...,k,} sowie von
{kn +1,...,n}. Dies gilt fiir ¢ = 0, und bleibt so fiir ¢ > 0, da die Dynamik ebenfalls
invariant unter diesen Permutationen ist. Daher setzen wir

kn
W)=Y nx),
=1

W = W ().

Fiir alle t und m ist dann, falls u(Wy; = m) > 0, p (- | W = m) die Gleichverteilung auf
allen Konfigurationen n mit W(n) = m.

Sei ﬁﬁ”) bzw. 7™ die Verteilungen von W™ unter y; bzw. 7. Somit ist

e = mllpy = e = 7l py -

Da (W) die Markoveigenschaft erfiillt, beschrénkt sich somit die Untersuchung des
simple exclusion process auf die einer birth-and-death-Kette auf {0, ..., k,}. Die birth-and-
death-Kette beginnt mit der ungiinstigsten Anfangsbedingung, bei Wén) =W () = k.

Sei P(™ die Ubergangsmatrix von (Wt(n)). Dann gilt:

P(ii+1) = 2(kn_2 i
P(iyi—1) = W (5.2)
Plii) = n? =2 ((k—14)?+i(n — 2k +1i))

n2
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5.3. Schranken an die Mischzeit

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(i,i 4 1) und P(i,i — 1) sind dabei genau die des
BLDM multipliziert mit dem Faktor

Ki=———2, (5.3)

da beim simple exclusion process die beiden an der in jedem Schritt zufillig gezogenen
Kante anliegenden Knoten beide besetzt oder beide unbesetzt sein konnen, und keine
Teilchenbewegung stattfindet.

5.3. Schranken an die Mischzeit

Um Lemma 3.20 anwenden zu koénnen, fixieren wir zunéchst fiir alle z,y € () einen Pfad
B(x,y) in Gq. Zur besseren Beschreibung wollen wir die Knoten als von links nach rechts
geordnet betrachten, v1 < -+ < vy,.

Definition 5.3. Wir definieren 3(z,y) rekursiv. Offensichtlich setzen wir fiir alle x € Q

B(x,x) = 0.
Sonst sei fiir z,y €
a = minv und b := minw.
vEXT vEY
vEy vEx

Sei weiterhin #’ := x und 2" := («\{a}) U {b}. Dann setzen wir

Blx,y) ={(@",a")} N B, y).

Bemerkung 5.4. Iterativ konnten wir S(x,y) also wie folgt beschreiben: Beginnen wir
in der Konfiguration z, so bewegt sich mit jedem Schritt des Pfades das Teilchen auf dem
linkesten Knoten, der in y nicht besetzt ist; es bewegt sich auf den linkesten Knoten in y,
der in x noch nicht von einem Teilchen besetzt ist.

Bemerkung 5.5. Da in jedem Rekursionsschritt dist(z,y) um 1 sinkt, ist 8 wohldefi-
niert. Auflerdem ist 5(x,y) optimal kurz, also dist(z,y) = |5(x,y)|. Dies ermdglicht, eine
moglichst gute Schranke zu erhalten.

Lemma 5.6. Die maximale Anzahl der nach 5.8 definierten kiirzesten Pfade, die eine
bestimmte Kante benutzen, ist gegeben durch

max (G0} e € sl = (3

Beweis. Sei e = (2/,2") € E. Sei a € 2"\2" und b € 2"\’ also a — b genau die eine
Teilchenbewegung, die 2’ in x” {iberfiihrt. In der Konfiguration x ist auf dem Knoten a
also ein Teilchen; auf b ist keines, wir sprechen daher von einer ,,Liicke“.

Wir wahlen ¢ und j so, dafl a das i-kleinste Teilchen in x, und b die j-kleinste Liicke
in z ist.

Aus e € B(x,y) ergeben sich nun folgende Bedingungen an x und y. Wir unterschei-
den die , Vergangenheit“, also was auf dem gerichteten Pfad [(x,y) vor e, der aktuell
betrachteten Kante, passiert, und der ,Zukunft®, also, was auf 3(z,y) hinter e passiert.
Die Vergangenheit liefert uns Bedingungen an x, die Zukunft an y. Nach Definition 5.3
gilt:
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5. Auf dem vollstdndigen Graphen

e Alle Teilchen links von a, also {c € 2’ : ¢ < a}, sind eventuell vor e bewegt worden.
Die Teilchen, die bewegt wurden, wurden von einer der Liicken links von b, also
{c & 2': c < b}, wegbewegt.

Teilchen rechts von a wurden vor e nicht bewegt, und von den Liicken rechts von b
nichts entfernt.

Die Anzahl der Teilchen links von a ist ¢ — 1, die der Liicken links von b ist j — 1.
Damit wurden in der Vergangenheit maximal m; := min(i—1, j—1) Teilchen bewegt.
Fiir diese Bewegungen gab es genau

w3 (00 )

Mboglichkeiten, also M, mogliche Werte von z, so dal e € 5(x,y).
e Nach e werden eventuell die Teilchen rechts von a, also {c € 2’ : ¢ > a} bewegt, und
zwar auf Liicken rechts von b, also {¢ & 2’ : ¢ > b}.

Die Teilchen links von a werden nicht mehr bewegt werden, und von den Liicken
links von b wird nichts mehr entfernt werden.

Die Anzahl der Teilchen rechts von a ist & — 4, die der Liicken rechts von b ist
(n — k) — 7. Damit werden in der Zukunft maximal m; := min(k — i, (n — k) — j)
Teilchen bewegt. Fiir diese Bewegungen gibt es genau

=2 () ()

Moglichkeiten, also M, mogliche Werte von y, so da8l e € §(z,y).

Datfiir, daf§ e € B(z,y) gilt, gibt es also fiir (x,y)

s (E(5059) 01 )

Méoglichkeiten. Da a und b in dieser Formel gar nicht mehr vorkommen, aber durch (4, j, z')
bestimmt sind, setzen wir
M(n,k):= max M(n,k,i,j),

1<i<k
1<j<n—k

und da das Maximum fiir alle (n, k) zum Beispiel fiir i = 1 und j = 1 angenommen wird,

gilt
k

oty =3 () (MY

1=0
und nach der Chu-Vandermonde-Gleichung (siehe z.B. [32]) gilt

M(n, k) = <Z:i>
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5.3. Schranken an die Mischzeit

Lemma 5.7. Fiir den simple exclusion process auf dem vollstindigen Graphen mit k
Teilchen gilt

Beweis. Nach r Teilchenbewegungen haben sich bis zu r der k Teilchen bewegt, und auf
r der n — k urspriinglich unbelegten Knoten niedergelassen. O

Satz 5.8. Der simple exclusion process auf dem wvollstindigen Graphen mit k Teilchen

erfillt eine lokale Poincaré-Ungleichung mit einer Konstanten von a := n?.

Beweis. Es ist n(r) aus Lemma 3.20 gegeben durch

= ax 2YRN
ecEq Q(e) z,y:dist (z,y) <r
e€B(z,y)

.

E,
ecla x,y:dist(z,y)<r (l‘, T)

e€B(z,y)

Nach dem Beweis von Lemma 5.6 wird das Maximum zum Beispiel fiir

e = (JI,CL”) = ({Ul, ce 7Uk}7 {U27 .- 'avk-‘rl})

angenommen.

Wir definieren die Anzahl R(i) der von einem Knoten mit genau i Teilchenbewegungen
erreichbaren Knoten, wobei Zuriickgehen nicht erlaubt ist, mit

- ()0
Dann ist V(z,7) = S>1_ R(i).

Hinter e koénnen in einem kiirzesten Pfad [B(z,y), wie er in 5.3 definiert wurde, noch
bis zu r — 1 Kanten folgen. Sei Y (i) die Anzahl der nach e noch mit genau ¢ weiteren
Teilchenbewegungen erreichbaren Knoten. Dann gilt dquivalent zu Lemma 5.7, nur mit
einem Knoten (v1) und einer Liicke weniger (vi41):

Yii) = (k—‘1> <n—/<;—1> (k_gzy(ln—_klj_r)R(i)'

1 r

33



5. Auf dem vollstdndigen Graphen

Dann gilt mit (5.4) weiter

_ 18(x, )|
nry=n® >

y:dist(z,y)<r (I‘, r)
e€B(z,y)

=40
=n’ ; V(z,r)

r—1 . .
B (k—r)(n—Fk—r) iR(7)
= < K-k Y, R(j))

J

IN
5
[N}

und damit gilt nach Lemma 3.20 die Behauptung. O

Mit diesem Satz erhalten wir fiir den simple exclusion process

Varg (f, f) < aB%E(f, f),

also
1 1

> — = ——.
7= af?  n?k2
Auch eine detailliertere Analyse des simple exclusion process auf beliebigen Graphen
liefert das folgende Ergebnis:

Satz 5.9 ([15]). Fiir SEP-1 auf einem Graphen G = (V, E) mit k,, Teilchen gilt

n n

> d D —
TE dh, " Y= 3kdAglogn)
wobert
1
d:= max (n %deg(v))
und
A = max > By
{z,y}:e€B(z,y)
15t.

Die Schranke an die logarithmische Sobolev-Konstante fiir SEP-1 liefert mit (3.13) fiir den
vollsténdigen Graphen G:

-1
T n Y
2 || Hy 7THTV_10g<(k> )exp( 23k:n(n—1)t

In unserem Fall, also SEP-3 auf G vollstéindig, erhalten wir daher

n 1
>0 b=,
7_kn(n—l) v n
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5.3. Schranken an die Mischzeit

Fiir allgemeine k ist diese Schranke also bis auf Faktor 2 optimal, wie sich in Abschnitt
5.6 herausstellen wird. Mit (3.7) ergibt sich

(n—1)log2 < tmix < log <4 <Z>_1> n. (5.5)

Leider ist weder diese iiber die Spektralliicke erhaltene noch die iiber die logarithmische
Sobolev-Ungleichung als jeweils eine einzige Ungleichung in der Lage, das unterschiedli-
che Mischverhalten in den verschiedenen Phasen, also vor und nach dem Cutoff richtig
abzubilden. Ein Nachweis des Cutoff-Phénomens wird ohne weitere Hilfsmittel also nicht
gelingen.

Auch ein Ergebnis wie Theorem 3.21 ist ohne weitere Hilfsmittel nicht ausreichend, um
das Vorkommen von Cutoff zu wiederlegen (Sei G etwa ein Kreis.): Zum einen hédngen
Konstanten c3, ¢4, c5 und c¢g in

czeat/B < d(t) < ce ot/ (5.6)

von M, d und a ab, und diese hingen in den meisten Anwendungen immer von n ab. Zum
anderen ist die untere Schranke in den allermeisten Fillen so weit von der oberen entfernt,
daf} Cutoff dazwischen stattfinden kann.
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5. Auf dem vollstdndigen Graphen

5.4. TV-Cutoff: Position und Intervallange

Fiir das BLDM zeigt [19] das Vorkommen des TV-Cutoff fiir &, = 5. [22] erweitert dies im
zeit-stetigen Fall auf k = an fir « € (0, 1). Fiir das Modell ist die Bedingung te] = 0(tmix)
leicht zu iiberpriifen, womit das Vorkommen von TV-Cutoff schon aus Satz 3.14 folgt. Die
Position und die Intervalléinge des Cutoffs ergeben sich jedoch nur bei einer detaillierteren
Analyse. Fiir den zeit-diskreten TV-Cutoff gilt:

Theorem 5.10 ([34]). Falls lim,,_, k—\/% = 00, gibt es fir alle e > 0 ein a > 0, so dafs fiir
alle n gilt:

1
A (4nlogn + om) <e
) (5.7)
d™ <4nlogn — om> >1—c¢

Falls lim,, oo % = 0 und lim,,_,o0 ky, = 00, ¢ibt es fir alle € > 0 ein a > 0, so daf fiir
alle n gilt:

1
dm <2nlog ky, + om> <e

dm (;nlog kn — om) >1—c¢

Fiir lim,,— o0 % =1 € (0,00) gilt (5.7) und (5.8).

Der simple exclusion process auf dem vollstdndigen Graphen weist also das TV-cutoff-
Phénomen auf, falls (%)n konvergiert. Der Position des Cutoff liegt fiir lim,, oo % =00

bei inlogn und fiir lim,, oo % =0 bei %n log ky,. Seine Intervallédnge ist O(n).

Der Unterschied in der Cutoff-Position von (5.7) und (5.8) wird in [34] nicht ndher
kommentiert. Wir werden ihn im folgenden n&her untersuchen.

5.5. Stationare Verteilung

Die stationére Verteilung des BLDM ergibt sich kombinatorisch: Der Nenner ist (,ZL ), da
von den insgesamt n Kugeln k, in der linken Urne sind. Links sind dann i rote Kugeln
auf k, Plitze zu verteilen und rechts k,, — i auf n — k,, Plétze: Fiir i € {0,...,k,} ist

() (i)
5

Satz 5.11. Sei ¢, := % Fiiri < ¢, wichst die stationire Verteilung 7(™) des BLDM

mit i streng monoton. Fir i > (, fdllt sie mit wachsendem i streng monoton.

M () =

Korollar 5.12. 7(™ (i) hat sei Mazimum genau dann bei i = 0 (am linken Ende der
birth-and-death-Kette), wenn k, < /n+2 — 1.
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5.6. Eigenwerte

Beweis von Satz 5.11. Fir 1 <i <k < § gilt

O N O] ()
m( (i 1) (zfl) (ki;fl)
B ((k+1) —i)?
i(n+2)—20k+1)+49)’

also
() (; k4 1)2
Wi,(z) <1 genau dann, wenn 1> u
x(n) (z — 1) n-+2
O
Bemerkung 5.13. Es ist
kn

n)(; 1
Z 7l )(1)25.

Bemerkung 5.14. Ist k = %, so ist 7 symmetrisch, 7 (1) = 7 (k,, — i), und der maxi-
male Wert wird bei ¢, = %(n + 2), in der Mitte der birth-and-death-Kette, angenommen.

Bemerkung 5.15. Mit den Bemerkungenen 3.4 und 5.13 zeigt sich der Grund fiir den
Unterschied in der Sep-Mischzeit gegeniiber der TV-Mischzeit. Fiir die Sep-Mischzeit der
Kette ist die Trefferzeit des letzten erreichbaren Zustandes, also des Zustands 0, relevant.
Fiir die TV-Mischzeit hingegen ist entscheidend, wann Zustdnde mit grofem m erreicht
sind. Dies ist bereits bei (,, der Fall. ¢, > 0 ist dquivalent zu k, > vn + 2 — 1, was die
Unterscheidung in Theorem 5.10 erklért.

5.6. Eigenwerte

Die Eigenwerte )\;(n) des zeit-stetigen Generators (I — P) des BLDM sind zum Beispiel in
[28] zu finden: Mit den dort erwéhnten Hahn-Polynomen als Eigenfunktionen ergibt sich
firi e {0,...,kn}

)\,(n) _ Z(n — 7+ 1)
o n(n—ky)

Somit sind die Eigenwerte von P aus (5.2) entsprechend unserer Zeitskalierung (siehe (5.3))

A =1 — ™

2iln—1i+1)
=l-—
n
Wegen 5.2 gilt
1 1
Il=X>M > > X, =2——>0,
2 n

der zweitgrofite Eigenwert ist also Ay =1 — %
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5. Auf dem vollstdndigen Graphen

Theorem 5.16 ([25]). Gegeben sei eine birth-and-death-Kette auf {0,...,d} mit Uber-
gangsmatriz P und Anfangszustand 0. Der Zustand d sei absorbierend, d.h. P(d,d—1) = 0.
Weiterhin sei P(i,1+1) >0 fir0<i<d-—1 und P(i,i—1) >0 fir1 <i<d-—1. Dann
hat die Trefferzeit des Zustands d die Erzeugendenfunktion

d
5.9
f:[ e (59)
wobet —1 < \; < 1 die d nicht-einheits Eigenwerte von P sind.

Da \; > 0 fiir j € {1,...,ky}, gilt folgendes Korollar:

Korollar 5.17 (siehe auch [25]). Fir (W) ist die Trefferzeit des Zustands 0 wie die
Summe von k, unabhdngigen geometrischen Zufallsvariablen, jeweils mit Miflerfolgswahr-
scheinlichkeit \;, verteilt.

Da )\En) nicht von k,, abhéingt, gilt auch:
Korollar 5.18. Fir (W,) ist die Trefferzeit des Zustands d wie die Summe von k, — d
unabhdngigen geometrischen Zufallsvariablen, jeweils mit Mif$erfolgswahrscheinlichkeit A;,

je{d+1,... ky}, verteilt.

Bemerkung 5.19. Ebenso folgt das interessante EF» [rg] = E%[ry, ].

Es sei
74 = min{t > 0: W; = d}. (5.10)
Dann gilt
kn 1
E*r[r4] =
[7a] ,Z 1—
j=d+1
k’VL
_n n
L I =g+ 1)
k k
O "1 ]—1>
=5 2 -+ ( (5.11)
2 jear1 ) e N n—j+l
n
I S e o
2 jmar1d jEaa T j+1 St _]+1
9 kn kn
ol Y
2(n +1) Pt R A e R A
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5.7. Sep-Cutoff

und

k
n A.
Var'fr = 30
j=d+1 7
1
<
—1-X\

_ gEk" [al.

(5.12)

EFn [14]

5.7. Sep-Cutoff

Das Vorkommen von Sep-Cutoff folgt mit der Projektion auf das BLDM bereits aus Satz
3.13. Die Position und die Intervalldnge sind jedoch nur fiir den zeit-stetigen Fall in [19]
zu finden. Fiir den zeit-diskreten gilt:

Theorem 5.20. Se:
2

k k
n 1 = 1
knyd) = Errfrg] = ——— | >0 -+ Y
f(n,kn, d) mal = omry | 2 7T 2 nTira

Der simple exclusion process mit k,, Teilchen auf dem vollstindigen Graphen mit n Knoten
hat fiir limy,_, oo ky, = 00 Sep-Cutoff bei f(n,ky,0) mit Intervallinge O(n).

Beweis. Sei ng = £ € Q der Anfangszustand der Markovkette. Aus (5.1) wissen wir, dafl
wir oBdA & = {1,...,k,} annehmen konnen. Sei 7 die erste Zeit, zu der alle k Teilchen
mindestens einmal bewegt wurden. Dann ist 7 eine strong stationary time beziiglich 7.
Wir wihlen ¢ := {k, +1,...,2k,} € Q, so daB (N = P gilt. Dann ist ¢ ein Haltezustand
von 7, denn fiir alle £ mit n, = ¢ gilt 7 < ¢. Somit gilt nach Satz 3.7

se(t) = PS{r > t}

Aufgrund der Projektion aus Abschnitt 5.2 und W (¢) = 0 ist 7 wie 7o aus (5.10) verteilt.
Nun gilt

B ] - B () =
und daher

lim P*{r < f(n,k,0) — an} = 0.

n—oo
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6. Auf allgemeinen Graphen

6.1. Transitiver Zustandsraum

Entfernt man aus dem vollstéindigen Graphen G = (V, E) mit V = {v1, ve,v3, ..., v, } die
Kante e = {v1,v2}, geht im Allgemeinen (also bei beliebigem k) die Transitivitit von
G verloren: Wahrend v; und vg nun n — 2 Nachbarn haben, haben alle {ibrigen Knoten
immer noch n — 1 Nachbarn. Sei k := 1. Dann gibt es keinen Gg-Automorphismus mit
{v1} — {vs}. Halten wir also fest (das Argument funktioniert minimal verdndert fiir
beliebiges k):

Lemma 6.1. Ist deg(v) fiir v € V nicht konstant, so ist Go nicht transitiv.

Zusatzlich beobachten wir:

Lemma 6.2. Ist deg(v) fiir alle v € V konstant, so ist |E| = imn mit2<m <n—1

N falls n gerade,
m €
2N falls n ungerade.
Allerdings miissen wir feststellen, daf es fiir 2 < m < n — 1 keine transitiven Konfigurati-
onsriume gibt:

Satz 6.3. Gq st fir alle k nur genau dann transitiv, wenn G vollstindig oder leer ist.

Beweis. Sei Gq weder vollstédndig noch leer. Wir setzen k := 2. Seien {vi,v2} Nachbarn
in G und {vs,v4} keine Nachbarn. Dann gibt es nach Lemma 6.1 aus der Konfiguration
{v1,v2} genau 2(deg(v1) —1) Moglichkeiten fiir Teilchenbewegungen, also Nachbarn in Gg.
Aus {vs, v4} sind es jedoch 2 deg(v; ). Daher gibt es keinen Gg-Automorphismus {vq, va}

{v3,v4}. O

Bemerkung 6.4. Die Gleichung (4.3) gilt also nur genau dann fiir G, wenn G vollsténdig
oder leer ist. In allen {ibrigen Féllen fehlt mit ihr eine entscheidende Voraussetzung fiir eine
Projektion entsprechend zu der in Abschnitt 5.2. Wir erwarten daher, dafl jede Analyse
eines weder vollstdandigen noch leeren G, also mit n — 1 < |E| < 22D hei n Knoten,
abgesehen von Spezialfillen, wie etwa der birth-and-death-Kette, wesentlich involvierter
ausfallen muf.

Dies wollen wir im folgenden, ausgehend vom vollsténdigen Graphen, versuchen.
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6. Auf allgemeinen Graphen

6.2. Der EinfluB von O(1) Kanten

Entfernen wir eine konstante Anzahl von Kanten, sagen wir exemplarisch genau eine Kante
e = {v1,v2}, so ist, natiirlich solange der Graph zusammenhéngend bleibt, keine Anderung
am Cutoff-Verhalten zu bemerken, denn fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl e in keiner der
ersten %n(l + logn) Schritte der Kette ausgewihlt wird, gilt

9 );n(l—s—logn)
= 1.

lim (1 -
n—00 n
6.3. Der EinfluB von O(n) Kanten

Um wenigstens eine grundlegende Symmetrie auf G aufrecht zu erhalten, und damit die
Analyse zu erleichtern, halten wir also deg(v) fiir alle v € V konstant und wéhlen m aus
Lemma 6.2 gerade, so dafl n ungerade sein darf.

Das bedeutet: Wir entfernen von jedem Knoten jeweils 2 Kanten, wobei jede Kante
fiir ihre beiden Knoten zéhlt.

Allerdings konnen weiterhin interessante Asymmetrien auf G auftreten, zum Beispiel
wenn aus dem vollstdndigen Graphen mit n = 6 zwei Kreise mit jeweils drei Knoten ent-
fernt werden: der sogenannte vollsténdige bipartite Graph K3 3. Ein Graph heif3t bipartit,
wenn der random walk auf ihm die Periode 2 hat.

Um auch Periodizitdt zu vermeiden, fordern wir schliefilich: Sei G vollstéindig bis auf
Eulerzyklen.

Definition 6.5. Eine Menge M von Kanten in einem Graphen G = (V, E) heifit ein
Eulerzyklus, wenn sie einen Kreis darstellt, der jeden Knoten genau einmal enthélt.
Formal gilt

M = {{Vs(01) Vo(ua) } (Vo (02) Vorlus) > (Vo (um)s Vortwn) } - - -
{Uo'(vn_l)7 Ua(vn)}a {va(vn)a Ua(vl)}}
mit n = |V] fiir eine Permutation o € S,,.

Dabei stellen wir fest: Die Menge F der Kanten des vollstédndigen Graphen 148t sich, wenn
n ungerade ist, so in E = |JZ; partitionieren mit ¢ € {1,..., ”T_l}, dafl Z; jeweils ein
Eulerzyklus ist. Sei n also ungerade.

Bei dem sukkzesiven Entfernen von Eulerzyklen aus einem vollstéindigen Graphen hat
man dabei eine mit n zunéchst rapide wachsende Vielzahl von Freiheitsgraden, siche [29].
Nach dem Entfernen eines einzigen Zyklus ist der resultierende Graph bis auf Isomorphie
identisch.

Bestehe E also aus [ disjunkten Eulerzyklen mit 1 <1 < "T_l Dann halten wir fest:
1. Fiir [ = 1 tritt kein Cutoff auf, siehe 3.16.

2. Fiurl = ”T_l tritt sowohl TV-Cutoff als auch Sep-Cutoff auf, siche Kapitel 5.

Die interessante Frage ist nun: Was passiert bei 1 <1 < "7717

Im folgenden untersuchen wir den Fall [ = ”T_?’
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7. Auf (n—3)/2 disjunkten Eulerzyklen

Wir definieren (G(™) als Folge von Graphen mit jeweils n Knoten, die jeweils bis auf einen
Eulerzyklus vollsténdig sind. Formal setzen wir G := (V") E(™)) mit

V= fuy, .. 00}

sowie

E™ = {{vi,v;} 14,5 € Z/nZ,i # ji+1# j}.

Wie iiblich lassen wir -(®) in der Notation weg, wenn Aussagen fiir alle n gelten.
Den in G ,fehlenden“ Eulerzyklus bezeichnen wir mit Z:

ZM .= {{ui, vip1} 1 i € Z/nZ} .

Fiir alle n vervollstéindigen wir G um den fehlenden Eulerzyklus Z(™ zu dem Graphen
G’ Sei

E'™ = EM U 20 = ({u, 05} 1i,j € L/nL,i # j)
G = (v ).

Theorem 7.1. Der simple exclusion process mit k Teilchen auf G weist TV-Cutoff bei
%nlog ky auf, wenn lim,_, % =0 und lim,,_, o k, < 00.

7.1. Beweisidee

Die Idee des Beweises ist die Konstruktion einer Kopplung (X7}, X;) des simple exclusion
process auf G' mit dem auf G. Dabei wissen wir aus Kapitel 5, dafl (X]) Cutoff aufweist.
Die Kopplung versucht nun, die Konfiguration X; méglichst ,nahe“ an der von X| zu
halten. Eine Abschitzung, wie wahrscheinlich der ,perfekte* Fall {X; = X[} ist, liefert
eine obere Schranke an (d(t) — d'(t)) (im Beweis formal definiert), die mit n — oo gegen
0 konvergiert. Daher weist (X;) ebenso TV-Cutoff an der selben Position auf.

Der Graph G ist reguldr und transitiv. Fir & = 1 iibertrigt sich diese Eigenschaft auf
Gq, wohingegen das fiir allgemeines k nicht der Fall ist. Da der Beweis fiir £ = 1 un-
ter Ausniitzung dieser Tatsache wesentlich eleganter und kiirzer ist, fithren wir ihn im
folgenden separat auf.
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7. Auf (n — 3)/2 disjunkten Eulerzyklen

7.2. Beweis fir k. = 1

Beweis von Theorem 7.1 fiir k = 1. Wir konstruieren im folgenden eine Folge von Kopp-
lungen (Xé(n)th(n)) von je zwei simple exclusion processes mit je k = 1 Teilchen, wobei
sich (X]) auf G’ und (X;) auf G bewegt.

Wir wihlen X} beliebig. Dann setzen wir Xo := X}. Sei P’ die Ubergangsmatrix des
in Abschnitt 5.1 definierten simple exclusion process mit k = 1 auf dem vollstdndigen
Graphen G’, also fiir alle z,y € V

2 ..
= fir x £y
/ L 2 9
Pileh lwh) = {32—2;”2 fiir = = .
n
Einen Schritt ¢ — ¢ + 1 der Kopplung definieren wir nun folgendermaflen:

1. X, sei verteilt wie P'(X{,-) und sonst unabhéngig von allen bisher gewihlten
Variablen.

2. Wir setzen

X, wenn X; ;€ {X; —1,X; +1}
Xiy1 = ,
X;yq sonst.

Dann ist

% fir {z,y} € E
n

{ X =A{y} | Xo = {=}} {27122n+1+232 sonst,

=: P({z}, {y})

und somit ist (X;) genau der simple exclusion process mit k = 1 auf G mit Ubergangs-
matrix P.

Der Zustandsraum von (X;) und (X7) ist identisch, und nach Lemma 4.1 ist die stati-
ondre Verteilung beider Markovketten die Gleichverteilungen auf dem Zustandsraum; wir
bezeichnen sie mit 7. Bezeichne p; die Randverteilung von X; und d(t) ihre total variation
distance zu 7, sowie u; und d'(t) entsprechend von X/. Da Gg transitiv ist, stimmen diese
Definitionen von d(t) und d'(t) mit der aus (3.2) iiberein.

Da P!(x,y) < P"(z,y) fiir alle t € Nund x,y € Q mit z # y gilt, — einfach nachzurechnen
im Fall {z,y} Nachbarn oder nicht — ist

d'(t) < d(t). (7.1)
Geméf Definition unserer Kopplung gilt
PIX, # X[} = P{{X}, X, 1} € 7) (7.2
Um P{{X}, X:_1} € Z} weiter abzuschétzen, unterscheiden wir folgende zwei Fille:

e Fall 1: Ist X, = X] =--- = X/, s0ist Xo = X)=X; = Xo =+ = X;_1, und
daher
P{{X!, X, 1} € Z} =0.
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7.3. Beweis fiir beliebiges k < v/n

e Fall 2: Sonst gibt es ein j mit X} # X}, = X ., = - = X/, und X}, ist,

gemiB einer Teilchenbewegung des simple exclusion process auf G, gleichverteilt auf
{fveVivg X} Also ist

n n 2
P{{X™, X"} e 2} < 1

Beide Félle ergeben zusammen mit (7.2)

n n 2
P{x"™ £ X} < o1

womit nach (3.1)

2
!
Mt(n) B ,ugn) TV - n—1

|

gilt. Aus der Dreiecksungleichung

N

=
TV + Hut Ty

folgt schliefflich

2
() (p) < 2 4 g
() < —= +d™). (7.3)

Mit (7.1) und (7.3) folgt nach Theorem 5.10 die Behauptung fiir k£ = 1. O
7.3. Beweis fiir beliebiges & < /n
Im folgenden sei also lim,, o % =0 und lim,,_, o ky, < 00.

Definition 7.2. Die Funktion dist := distGrQ messe die Entfernung zweier Knoten in Gf,.
Damit ist dist(z, y) fiir alle z, y € 2 genau die Anzahl der Teilchen, die in den Konfiguratio-
nen z und y auf verschiedenen Knoten verweilen. Zum Beispiel ist dist({v1, v2}, {v1,v3}) =
1. Es gilt

0 < dist(z,y) < k. (7.4)

Definition 7.3. Mit h(z) bezeichnen wir die Anzahl der auf dem Eulerzyklus Z benach-
barten Teilchenpaare in der Konfiguration x € 2:

hz)=|{i€Z/nZ:icxundi+1ecuax}.
Da aus Symmetriegriinden & < 5 ist, gilt fiir alle z € Q

0<h(z)<k-—1. (7.5)
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Bemerkung 7.4. Das Ziel der Kopplung ist, wie in Abschnitt 7.1 beschrieben, dist :=
dist(X¢, X}) so wahrscheinlich wie moglich bei 0 zu halten.

Im Unterschied zum Fall £ = 1 bewegt sich (X;) fiir & > 1 seltener, siehe (4.2). Das
bedeutet fiir die Kopplung, dafl nicht jede Teilchenbewegung von (X]) sofort von (X;)
,hachgemacht“ werden kann, selbst wenn die Bewegung nicht entlang einer Kante aus Z
stattfand, die also in G fehlt. Damit steigt dist mit ¢ fiir £ > 1 wahrscheinlicher an als fiir
k=1.

Bemerkung 7.5. Ist dist(X:, X]) > 1, was nur fir & > 1 moglich ist, so kénnen wir
jedoch, falls sich (X;) bewegt, die Teilchenbewegung so wihlen, daf§ dist durch sie um —1
sinkt. Denn sind mehr als 2 Teilchen in der Konfiguration X; auf anderen Knoten als in
X/, so gibt es immer zwei Kanten in F, die jeweils einen der Knoten aus X; mit einem
aus X verbinden:

Ist zum Beispiel X; = {vo,v;} und X] = {vy,v3}, dann gibt es fiir dist = 1, also
i € {1,3} keine Kante in E, die dist weiter reduziert. Fiir dist > 1, also i ¢ {1,2,3}, ist
jedoch immer {i,1} € E.

Konstruktion der Kopplung. Wir konstruieren die Folge (Xg(n), Xt(n)) wie folgt fiir alle

n: Wihle X beliebig. Dann setzen wir Xy := X{,. Sei 2 = (‘g) der Konfigurationsraum,
Gy, die Graphenstruktur und P’ die Ubergangsmatrix des in Abschnitt 5.1 definierten
SEP-3 mit k Teilchen auf dem vollstindigen Graphen G’.

Da jeder Knoten v € V) genau deg(v) = k(n — k) Nachbarn hat, gilt fiir alle z,y € Q
fiir die Ubergangsmatrix des SEP-3 auf dem vollstindigen Graphen, siche auch (4.2),

0 falls dist(z,y) > 1,

Pl'(z,y) := % falls dist(z,y) = 1,
2

%5""“) falls dist(z,y) = 0.

Einen Schritt ¢t — ¢ + 1 der Kopplung definieren wir nun folgendermaflen:
1. X}, sei verteilt wie P'(X{, ) und sonst unabhingig von bisher gewéhlten Variablen.
2. Sei M, eine unabhéngige, Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit

n? —4k(n —k — 1) — 4h(X3)
n? —2k(n — k) '

P{M, =1} = (7.6)

3. Wir setzen

Yy = {z € Q: dist(z, X7, ) = dist(Xy, X7, ;) — 1}
Yy = {x € Q: dist(z, X[, ) = dist(X¢, X/ 1),z # Xt}
Y3 = {z € Q: dist(z, X;, ) = dist(Xy, X;, ;) + 1}

Wir ziehen Y unabhéingig gleichverteilt aus der ersten Menge Y;, die nicht leer ist.

4. Wir setzen

X X/, = X] oder M; =1,
X ::{ ¢ wenn X, 4 ; oder M; .7

Y sonst.
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Bemerkung 7.6. Die Bedeutung von M; ist die folgende: Der SEP-3 auf G ist ,trager*
als der auf G', also P(z,z) > P'(z,z). Es ist

P'(z,x)

P{M, =0} = P(z,x)

und nach Konstruktion bewegt sich X; genau dann im Schritt ¢ — ¢ + 1, wenn X das tut
und {M; = 0} eintritt.

Lemma 7.7. Sei (X}, X;) die so konstruierte Kopplung. Die Randverteilung von (X;) ist
die des in Abschnitt 5.1 definierten SEP-8 mit k Teilchen auf G.

Beweis. Fiir eine Konfiguration x € 2 und einen belegten Knoten v € x bezeichnen
wir mit ho(x,v) die Anzahl seiner auf Z belegten Nachbarn. (Also beispielsweise x =
{v1,v2,v3,v5}, ha(z,v3) = 1, ha(z,v2) = 2.)

Wir stellen zunéchst fest: Um in der Konfiguration x € €2 ein Teilchen von v € x auf G
wegzubewegen, gibt es n— k+ ha(x, v) — 2 Moglichkeiten. Die Gesamtanzahl der moglichen
Bewegungen aus der Konfiguration z ist also

deg(z) = > (n—k+ ha(z,v) — 2)
veET (78)

=k(n—k—2)+2h(x)

Nun bewegt sich (X;) genau dann, wenn X1 := Y in (7.7) gesetzt wird. Also gilt mit
(7.8)

P{X = X} =1-P{X/,, # X/} - P{M, = 0}
n? —2k(n — k) 2k(n —k) — 4k + 4h(X;)
B n? . n? —2k(n — k)
k(n — k) — 4k + 4h(X,) (7.9)
n2

2
=1- 3 deg(X7).

=1

—1-

Dies stimmt also genau mit P(X;, X;) in (4.2) iiberein. Es bleibt zu zeigen, daf}, gegeben
X, jede Bewegung X; — Xy gleichverteilt unter allen moéglichen ist:
Dies zeigen wir fiir die Félle Y € Y7, Y € Y5 und Y € Y3 separat.

e Fall Y € Y1: Ist Y € Y1, so bedeutet das, daf fiir ein v € X;\ X}, und w € X/ |\ X;
die Kette (X;) die Teilchenbewegung von v nach w vollzieht, die (X7) in der Ver-
gangenheit vorgemacht hat. Dabei wurden v und w von (X}) in der ,, Vergangenheit*
nicht notwendigerweise im gleichen Zeitschritt, dafiir aber in jedem Zeitschrit un-

abhiingig von der Vergangenheit und voneinander von (X}) gewéhlt.

e Fall Y € Yo: Ist YV € Ys, so ist dist(X/,X;) = 1, aber es gibt keine mogliche
Bewegung, mit der (X;) auch das letzte Teilchen zur Ubereinstimmung mit (X7, ;)
bringen kann. Das heifit mit v € X;\X; | und w € X/ |\ X; liegt (v, w) auf dem
Kreis Z.
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Daher wird (X;) das Teilchen w auf ein beliebigen anderen freien Knoten bewegen.
Da v wie in Fall 1 in der Vergangenheit von (X;) unabhéngig gewihlt wurde, ist
also auch die Bewegung von v nach w unabhingig, da (X;) im aktuellen Zug w
unabhéngig gleichverteilt unter allen moglichen wéhlt.

e Fall Y € Y3: Im Fall Y € Y3 ist X; = X] und X; vollzieht eine beliebige Teilchen-
bewegung, die es gleichverteilt unabhéngig aus allen mdéglichen auswéhlt. Dies ist
genau die Definition des SEP-3.

Lemma 7.8. Sei (Xt’(n), Xt(n)) die oben konstruierte Kopplung. Dann gilt

lim sup P{X;™ # x™1 = 0. (7.10)

n—oo teZ
Beweis. Mit dist(t) := dist(X¢, X;) gilt
P{x;"™ £ XM} = 1 — P{dist(t) = 0}.

Die Wahrscheinlichkeit von {dist(¢) = 0} kénnen wir nun mit Hilfe einer birth-and-
death-Kette auf {0,...,k}, allen moglichen Werten von dist(¢), nach oben abschitzen:
Sei @ die Ubergangsmatrix der birth-and-death-Kette und p ihre stationire Verteilung.
Es ist dist(0) = 0. Die Reversibilitit der Kette garantiert uns nun, daf}; wenn wir die
Wahrscheinlichkeiten Q(7,i+ 1) iiberschétzen und Q(i,7— 1) unterschétzen, p(0) héchstens
kleiner wird: Formal ist, wenn fiir alle jeweils giiltigen Werte von 4

Qi,i+ 1) >P{dist(t +1) =i+ 1 |dist(t) = ¢} wund (7.11)
Qli,i— 1) <P{dist(t+1) <i—1|dist(t) =i} (7.12)

gilt,
P{dist(t) = 0} > p(0).
Wiéhlen wir also im folgenden @ so, da§ (7.11) und (7.12) gilt. Zunéchst berechnen wir

dazu die rechten Seiten dieser Ungleichungen. Wir analysieren zunéchst, wie der Teilschritt
1 der Kopplung dist beeinflufit und dann, wie die Teilschritte 2—4 das tun.

Nach Bemerkung 7.6 dndert sich dist hochstens dann, wenn X sich bewegt. Dieses Ereignis
bezeichnen wir mit

A= {Xt/—l-l 7é Xl{}?

und setzen es fiir die Analyse als gegeben voraus. Gegeben A bewegt sich Xy, wenn
M .= {Mt == O}
eintritt.
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e Analyse von Teilschritt 1: Im Teilschritt 1 von ¢ + t+1 der Kopplung wird X},
bestimmt: Es bewegt sich ein Teilchen von v nach w und es ist d; € {—1,0,1} mit

dy = diSt(Xg—i-la Xt) - diSt(Xz{a Xt)

Nach Definition des SEP-3 (gegeben M) ist v gleichverteilt auf X, und w gleichver-
teilt auf V\ X7, und v und w sind unabhéngig. Wir unterscheiden also:

— Fall 1: d; = —1. Dieser Fall tritt ein, wenn v € X;\X; und w € X;\X/: In
diesem unwahrscheinlichen Fall hat (X/) sich (X;) von selbst genéhert. Es ist

P {dist(X},,,X;) =i — 1| dist(X{, X;) =i, A}
=P{v € X{\X;} - P{w € X;\ X}
i

=L TR c1(n, k, 1)

— Fall 2: d; = +1. Dieser Fall tritt ein, wenn v € X/ N X; und w € V\(X{U Xy):
(X{) entfernt sich von (X;). Da w € X/ nach Definition von w ausgeschlossen
ist, gilt

P {dist(X{, 1, X;) =i+ 1| dist(X{, X;) =14,A}
=P{v e X{nX;} P{lw € V\(X:\X;)}

ki n—k—i_l_ i(n —1)

k. n—k k(n—k) c2(n, k 0).

— Fall 3: d; = 0. (X]) bewegt sich so, daf es sich weder von (X;) entfernt noch
sich ihm néhert. Er ergibt sich als Komplement von Fall 1 und 2:

P {dist(X{ 1, X;) =i | dist(X{, X;) =i, A}
Pt (k=) (n—k—19) i(n—2i)

=1 k(n — k) " k(n—k)

=:c3(n, k,1).

e Analyse von Teilschritt 2—4: In den Teilschritten 2-4 von t — ¢ + 1 wird Xy
bestimmt. Mit P{M; = 0} bewegt (X;) ein Teilchen von v nach w. Dabei versucht es,
sich (X/) zu néhern, sofern dies geht (Menge Y1), die Entfernung zu halten (Menge
Y3), oder muf sich sonst entfernen (Menge Y3 — Dies tritt nur ein, wenn Xj | = Xy,
aber M; = 0 ist.). Wir betrachten

d2 = dlSt(Xt+1, X{{-‘rl) - diSt(Xt7 X£+1),
und unterscheiden dy € {—1,0,1}:

— Fall 1: dy = —1. Dieser Fall tritt ein, wenn Y7 nicht leer ist, (X;) sich also (X})
nihern kann. Dies ist nicht moglich, wenn sich X; und X/ | nicht unterscheiden.
Unterscheiden sie sich in genau einer Teilchenposition, v € X\ X/, ; und w €
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X/ 1\ X, so eine Anniherung ebenfalls nicht méglich, falls sie auf dem Kreis,
{v,w} € Z, stattfinden miiite. Es ist also

P {dist(X{ 1, Xs11) =4 — 1| dist(X}, 1, X¢) =4, A, M}

0 falls i =0
=491 -P{{v,w} e Z} fallsi=1
1 sonst

Dabei héngt P{{v,w} € Z} von der Konfiguration X; ab: Von den insgesamt
n(n—k) Teilchenbewegungen, die aus der Konfiguration X; moglich sind, liegen
2%k — 2h(X,) in Z:

2k — 2h(Xy)

P{{v,w} € Z} = = k)

— Fall 2: dy = +1. (X;) wird sich nur dann entfernen, wenn X; mit X7, bereits
iibereinstimmt und sich (X;) aber bewegen muf), da {M; = 0} eingetreten ist:

P {dist(X{ 1, Xs11) =i+ 1| dist(X}, 1, X¢) =4, A, M}
B {1 falls i = 0

0 sonst

— Fall 3: dy = 0. (X;) hélt die Entfernung. Der Fall ist komplementar zu Fall 1
und 2:

P {dist(X{, 1, Xp41) =i | dist(X/, 1, X¢) =i, 4, M}

_JP{v,w} € Z} fallsi=1
o sonst

Fassen wir also zusammen: In Teilschritt 1 wird
dy = dist(X/ ., Xy) — dist(X/, Xz) € {-1,0,1}

gemiB einer Verteilung gewiihlt, die von X; und X/ abhéingt. In den Teilschritten 2-4 wird
entsprechend

dy = dist(X/ 1, Xi1) — dist(X/ 4, Xy) € {-1,0,1}
gewéhlt. Durch Verkettung ergibt sich
A:=d; +dy €{-2,-1,0,1,2}.
Der Fall A = 2 tritt dabei nicht auf, da P{dy = 1|d; = 1} = 0 ist.

Im Fall A = —2 lassen wir die birth-and-death-Kette trotzdem nur einen Schritt machen,
also dasselbe wie im Fall A = —1.
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Daher ergibt sich:

P{dist(t + 1) =i + 1| dist(t) =4}
= P{dist(X/,, X;) =i | dist(X], X¢) =i}
P {dist(X{ 1, Xp1) =i+ 1| dist(X},, X¢) =i}
+ P {dist(X{ ,, X)) =i+ 1 | dist(X], X;) =i}
P {dist(X},, X41) =i+ 1 | dist(X},,,X;) =i+ 1}
= P(A)es(n, k,i)P(M)1;—g

+ P)ea(n k1) (PODL

ca(
= P(A)es(n, k,i)P(M)1;—
(

+P(A)ca(n, k, 1) (1 — P(M) (1 N 11=0W>>

2%k — 2h(X,)

nn—k) MMC))

Setzen wir

n? —4k(n —k—1) —4(k — 1)

ca(n k) = n2 — 2k(n — k) !
sty = T
coln, k) = B(4) = 20,
cr(n, k) := n(nwjk)’
dann gilt nach (7.5) und (7.6)
ca(n, k) < M, < es(n, k). (7.13)

Damit definieren wir Q(i,7 + 1) fiir alle giiltigen Werte von i genau so, daf§ (7.11) erfiillt
ist:

P{dist(t + 1) = i + 1 | dist(t) = i}
< cg(n, k)es(n, k,i)es(n, k)1i—o
+ cs(n, k)ea(n, k,i) (1 — ca(n, k)(1 — 1i=ocr(n, k)))
=:Q(i,i+1).
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Entsprechend setzen wir Q(i,7 — 1) als untere Schranke der rechten Seite von (7.12):

P{dist(t + 1) <i— 1] dist(¢t) =i}
= P{dist(X[,, X;) =i — 1| dist(X}, X;) =i}
P {dist(X{ 1, Xp1) # i | dist(X[ 1, Xe) =i — 1}
+ P {dist(X{,,, Xy) =i | dist(X}, X;) = i}
P {dist(X{ 1, Xi1) =i — 1| dist(X},, X)) =i}
= P(A)ci(n, ki) (1 = P(M)1i=1) (7.14)

+ P(A)es(n, k, i) (1¢>1 +1, (1 _ MW))

n(n — k)
> ce(n,k)er(n, ki) (1 —cs5(n, k)li=1)
+ ce(n, k)es(n, k, i) (Lis1 + 1i=1 (1 — c7(n, k)))
= Q(i,i—1)
Und schliellich setzen wir Q(i,7) := 0 fiir j & {i — 1,4, + 1} und
Qi) :==1->_ Q(i, ).
J#

Nun lésen wir das Gleichungssystem p'(I — @) = 0, p’ # 0: Dazu setzen wir zunéchst

P (0) = a.
Dann folgt, wenn wir die Abhéngigkeit der ¢; von n und k in der Notation weglassen und
¢ aus allen Briichen kiirzen, fir i € {1,...,k — 1}:
Q(0,1
_ 63(0)05 + CQ(O)(l — 04(1 - C7))a
01(1>(1 — C5> + 03(1)(1 — 67)
, QG,i+1) ,,.
/ 1 — I /
p(i+1) Qi+’ (4)

c2(i)(1 —cq) ;
c1(i) +03(i)p( )

Unter der Voraussetzung lim,, .o % = 0 gilt nach der Definition der Landau-Symbole O
und 2 sowie der Definition der ¢;

1 ) .
"= Q= k) (7.15)
B O(k2n2) | o '
P+ = i ) firi
und nach Normalisierung (@)
__r
p(z) == ZyGQ o' (y)
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daher dann

lim p(0) =1, (7.16)

n—o0

und somit die Behauptung. d

Bemerkung 7.9. Daf fiir unser Modell
P{A =2} =P{dist(t+1) =i+ 2| dist(t) =i} =0

gilt, ist essentiell fiir das Beweisverfahren, da birth-and-death-Ketten keine ,,Doppelschrit-
te“ zulassen. Den Fall A = —2, der eigentlich ebenfalls einen Doppelschritt erfordert hitte,
kann als Einzelschritt wie A = 1 abgebildet werden, da p(0) dadurch héchstens kleiner
wird.

Bemerkung 7.10. Unter den im Beweis getroffenen Abschéitzungen ist die Voraussetzung

so allgemein wie moglich, siehe (7.15).

Lemma 7.11. Sei (X}, X;) die oben konstruierte Kopplung. Ist P die Ubergangsmatriz
von (X3) und P’ die von (X]), so gilt fir allet € N und x,y € Q mit x #y

P!(z,y) < P"(z,y).

Beweis. Da Nachbarn in Gf, auch immer Nachbarn in Gq sind, zeigt (4.2) die Behauptung
fiir ¢ = 1. Per Induktion folgt die Behauptung fiir alle . O

Beweis von Theorem 7.1. Sei (Xz(n),Xt(n)) die oben konstruierte Folge von Kopplungen.

Nach Konstruktion ist (Xt/(")) der SEP-3 auf G’ und nach Lemma 7.7 ist (Xt(n)) der SEP-3
auf G.

Die stationiren Verteilungen von (X;) und (X7) sind identisch, ndmlich die Gleichver-
teilungen auf dem gleichen Zustandsraum (siehe Lemma 4.1), wir bezeichnen sie mit 7.

Bezeichne ugn) die Randverteilung von Xt(n) und d™(t) ihre total variation distance zu T,

sowie 4™ und @™ (t) entsprechend von Xg(").

Da X|, in der Konstruktion der Kopplung beliebig gewihlt wurde, kénnen wir oBdA
annehmen, daf} es so gewdhlt wurde, dafl es genau das z ist, fiir das das Maximum in der
Definition (3.2) von d(t) angenommen wurde. Damit stimmt also d(¢) mit der dortigen
Definition iiberein. Da GY, transitiv ist, stimmt nach (4.3) auch d'(t) fir dieses x mit der

Definition (3.2) iiberein.

Mit diesen Notationen folgt aus Lemma 7.11
d'(t) < d(t). (7.17)
Nach Lemma 7.8 kénnen wir ein € : N — RT wihlen mit lim, . €(n) = 0, so dafl

P{x™ # X"} < e(n)
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gilt. Damit folgt nach (3.1)

™ = < eln),

TV

|

und nach der Dreiecksungleichung

N

=
TV + H/”Lt My

schliefllich

d™(t) < e(n) + d'™(t). (7.18)

Mit (7.17) und (7.18) folgt nach Theorem 5.10 die Behauptung. O

7.4. Mogliche Verallgemeinerungen

Lemma 7.8 gilt in seiner oben dargestellten Fassung nur unter der Bedingung lim,, % =

0. Wir vermuten, dafl die Aussage von Theorem 7.1 auch fiir lim, % > 0 gilt. Im

Beweis von Lemma 7.8 wurden an mehreren Stellen grobe Abschétzungen getroffen, deren
Verbesserungen eventuell eine Verallgemeinerung des Theorems zulassen wiirden:

o4

o Es gilt

P{dist(t 4+ 1) = ¢ — 2 | dist(t) = i} > 0,

das heif3it, tatsichlich verbessert sich dist durchaus in einer Zeiteinheit um 2. In
unserer Abschédtzung vollzieht die birth-and-death-Kette jedoch nur einen Schritt
der Grofle —1. Um Schritte der Léange grofler 1 zuzulassen, miifite das Modell birth-
and-death-Kette ersetzt werden. Da der andere Faktor in (7.14),

P {dist(X{ 1, X;) =i — 1| dist(X{, X;) =i},

jedoch nur fiir grofie i relevant wird, fiir die aber natiirlich (i) < 7(0) gilt, sind die
Verbesserungsmoglichkeiten hier wohl gering.

Die Abschitzung (7.5), 0 < h(z) < k — 1, ist extrem grob, und somit auch die von
M, in (7.13), ¢4 < M; < c5, sowie die von P{e € Z} < ¢7. Anschaulich gehen wir
mit dieser Abschitzung immer vom jeweiligen ungiinstigsten Fall von X; aus:

Bei 0 < h(x) gehen wir, bis auf Isomorphie, von der Situation

X, ={v1,v3,..., 005,41}

aus, und damit ist unsere Abschitzung der Wahrscheinlichkeit, daf§ (X/) eine Be-
wegung entlang des Kreises Z macht, die (X;) nicht nachmachen kann, meistens
unnotig hoch, vor allem fiir grofie k.

Bei h(z) < k — 1 gehen wir, wieder bis auf Isomorphie, von der Situation

x = {v1,va,..., 05, }

aus, und damit ist unsere Abschétzung der Wahrscheinlichkeit, daf§ (X;) sich iiber-
haupt bewegt, meistens unnotig klein.
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Eine Abh#ngigkeit zwischen den Zufallsvariablen h(x) und dist, der Position der
birth-and-death-Kette, ist uns jedoch zumindest nicht bekannt: Die beiden extremen
Ereignisse {h(z) = 0} und {h(z) = x — 1} konnen sowohl gegeben {dist = k,} als
auch gegeben {dist = 0} sowohl eintreten als auch nicht eintreten. Damit miissen
wir bei einer Projektion auf ein niedrig-dimensionaleres Modell, wie hier bei der
birth-and-death-Kette, zundchst vom ungiinstigsten Fall ausgehen.

Um ein besseres Ergebnis zu erzielen, miiften wir also auch in diesem Fall das Modell
der birth-and-death-Kette durch ein anderes, etwa

My = {(dist, h(z))} = (Z/(kn + 1)Z) x (Z/(kn, — 1)Z) (7.19)
ausgetauscht werden.

ODb bei der Projektion eine Abschiitzung, etwa des Falls E(dist) anstatt dem ungiinstigsten
zulédssig wére, ist uns nicht klar.

Im Allgemeinen geht bei einem Modell mit d > 2 Dimensionen durch die unterschiedli-
chen Abschétzungen in Richtungen verschiedener Dimensionen die Reversibilitéit verloren.
Damit wére das initiale Argument im Beweis von Lemma 7.8, ndmlich dafl bei gegebener
Reversibilitéit eine VergroBerung von Q(i,7 + 1) sowie eine Verkleinerung von @Q(i,7 — 1)
den Wert von p(0) erniedrigen, hinféllig.

95






8. Ausblick

Wir haben bei der Untersuchung des simple exclusion process auf dem vollstdndigen Gra-
phen gesehen, dafl sowohl die Spektralliicke als auch die logarithmische Sobolev-Konstante
Schranken an die Mischzeit liefern, die zwar fiir n — oo gut sind, aber im Bereich der
Cutoff-Position zu grob, als dafl wir eine Aussage iiber das Auftreten oder das Nicht-
Auftreten des Cutoff-Phanomens treffen kénnten.

Wir haben fiir den vollsténdigen Graphen gesehen, daf}; wihrend sich die Position des
Cutoff beziiglich der total variation distance mit unterschiedlichen Gréflenordnungen von
kn gegeniiber \/n plétzlich anders verhilt (3nlogmin(y/n, k,)), die Position des Cutoff
beziiglich der separation distance kontinuierlich verschiebt (etwa bei %n('y + log nrikgn),
wobei v ~ 0,577 die Euler-Mascheroni-Konstante ist).

Ist k klein gegeniiber n, treten beide Arten von Cutoff fast an der gleichen Position auf.
Fiir k = 7 ist die Position des Cutoff beziiglich der separation distance fast doppelt so grof3
wie die des Cutoff beziiglich total variation distance. Dies wirft natiirlich die beispielsweise
in [35] formulierte Frage auf, ob Cutoff beziiglich separation distance genau dann auftritt,
wenn Cutoff beziiglich der total variation distance auftritt, wie das fiir birth-and-death-
Ketten nach den Sétzen 3.13 und 3.14 der Fall ist.

Wir haben weiterhin fiir den bis auf einen Eulerzyklus vollstéindigen Graphen fiir

. ky
ri= nh_)nolo % =0

gezeigt, dafl Cutoff beziiglich der total variation distance auftritt. Da unsere Beweismetho-
de fiir » > 0 versagt, stellt sich die Frage nach einer Alternative, da wir davon ausgehen,
daf} die Behauptung auf fiir » > 0 zutrifft. La3t sich die in Kapitel 7 entwickelte Beweisme-
thode, die Entfernung der zwei Zufallsvariablen einer Kopplung mit Hilfe einer birth-and-
death-Kette auch auf Fille iibertragen, bei denen die Variablen weniger Gemeinsamkeiten
aufweisen?

Richtig interessant ist die Frage, was passiert, wenn wir aus einer Partitionierung der
Kanten des vollstindigen Graphen in Eulerzyklen i > 1 Zyklen entfernen. Wir haben
gezeigt, daf bei ¢ = 1 Cutoff beziiglich der total variation distance an der gleichen Stelle
wie fiir ¢ = 0 auftritt.

Satz 3.16 besagt jedoch, dafl wenn n ungerade ist, spétestens bei ¢ = ”T_S kein Cutoff
mehr auftritt. Was passiert fiir 1 < < %‘3? Verschiebt sich die Cutoff-Position, veréindert
sich die -Intervalldnge?

Da sich fiir ungerades n zwei Eulerzyklen versetzt als (vi, ve, vs,...) und (v1,v3,vs,...)
anordnen lassen, und so die grobe Struktur des entstandenen Graphens einen (doppelten)

o7



Kreis darstellt, liegt die Vermutung nahe, daf§ zumindest in diesem Fall (i = ”7_5) kein
Cutoff auftritt.

Das Cutoff-Phanomen wirft also weiterhin viele Fragen auf. Auch wenn eine hohe Multipli-
zitédt des zweitgrofiten Eigenwertes einen Hinweis auf sein Vorkommen geben kann, ist es
uns unklar, was fiir Bedingungen an das Modell, sprich die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zu stellen sind.
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